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Analytische Geometrie

6 Analytische Geometrie
6.1 Vektorrechung in der Ebene

6.1.1 Vektor - Abstand - Steigung - Mittelpunkt

Vektor - Ortsvektor

e Vektor ¢ - Menge aller parallelgleichen Pfeile

)

e Ortsvektor ¥ - Vektor zwischen einem Punkt und dem

Koordinatenursprung
A(za/Ya)
A=0A=| "

Ya

o Gegenvektor ¢ - gleiche Lénge, aber entgegengesetzte

Orientierung

(%)

Vektor zwischen 2 Punkten

2 Punkte: A(z,/ya) B(zo/ysp)
A_,B _ Tp — Tq _ Te
Yb — Ya Ye

—

Vektoren: AB = v3 = v = U5
_ 5
B —2

Ortsvektor: A = 01 =

w

Gegenvektor zu v5 =

Ortsvektor: B = 5 = < le >

Punkte: A(—1/3) B(4/1)
Vektor zwischen zwei Punkten

w=(15)=(%)

Lange des Vektors - Betrag des Vektors - Abstand zwischen zwei Punkten

AB| = /a2 +y?
AB| = V(@ —2a)2+ (Yo — Ya)?)

AB| = ‘A_B’ = /52 + (—2)?
AB| =29
AB| = 5,39

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.

https://fersch.de



Analytische Geometrie

Vektorrechung in der Ebene

Steigung der Geraden AB

T

)
Steigung der Geraden AB

Yy
m=
Winkel des Vektors mit der x-Achse

tana =m

AB =

Mittelpunkt der Strecke AB

M

%([141?)

() ()

M(wa;zb/ya;yb)

=~
I

Vektorkette

Punkt: A(z4/ya

8 —

Vektor : ¥ = <

OB =0A+7%

(6

[ hier klicken ]

6.1.2 Skalarprodukt - Flache - Winkel

4 A

Steigng der Geraden AB
—2

m = —

5

Mittelpunkt der Strecke AB
Ni—1(i+B

((5)+(1))

M=

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Vektorrechung in der Ebene

Analytische Geometrie

Steigung der Vektoren

Ya Y
= — ma = —
L Ty

mg = myp = Vektoren sind parallel

Mg

Skalarprodukt

Gob= Ta o ™ =Tq Tob+ Yo U
Ya Yb

Senkrechte Vektoren:
Gob=0=a.lb

Fliache aus 2 Vektoren

-

Flache des Parallelogramms aus a, b

Steigung
_ Y _ L _ o
ms_:va_23 S
mp=L =2 _9
Tp 1

—

Flache des Parallelogramms aus @, b

3 1
Tq T A= =3-2—-1-1=7
A: a b :ma.yb_ya.mb ‘—1 2 .
Ya Yo Flache des Dreiecks aus @, b
Fliiche des Dreieck a,b 301
dche des Dreiecks aus a, A=1 S =1(3.2—(-1)-1) =31
T Tp
A=g| " =5 (Ta " Yo — Ya - T1)
Ya Yo
Winkel zwischen Vektoren
dob Schnittwinkel:
coso = = OB
|| - b’ cos o = 5
2. 15
x, T + . ‘a‘ ‘ l
cosa = ; b2 yabe > _ 14+-1-2
\/xa_'—ya ’ \/xb_'_yb cosa = 2
324+ (-1)* V12 + 22
1
cosa = 3,16-2,24‘
cosa = |0, 141|
a=281,9
[ hier klicken ]
4 https://fersch.de
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Analytische Geometrie

Vektorrechung in der Ebene

6.1.3 Abbildungen

Lineare Abbildung in Matrixform - Koordinatenform

Matrixform

(5)-(
()1

¥=a-x+b-y+e

a-x+b-y
c-x+d-y

)+(7)

a-x+b-y+e
cox+d-y+f

y=caxt+dy+f

Verschiebung

Punkt: P(zp/yp)
Ty

Yo

Vektor :
(2 )-
Ypr a
()=
Ypr B Yp
OP' = OP + 7

o))

’l}':

xp
yp

()-(2 ) (D)-(a)
(v)=Cat)
4
L+
5 < ‘ ) N P'(3/2)
: : : ] * : e
4 3 -2 5] 1 ) 3
R
P(-3/-1)

OP'=OP +7
or=(2)+(5)
or=(1)

P'(3/2)

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Vektorrechung in der Ebene

Spiegelung an den Koordinatenachsen

Spiegelung an der x—Achse

N
@\g\
~__—
I
N

|
O =
_= O
~_—
/N
< 8
~—
Il
VR
|
< 0y

A
3
P(3/2
P(3/2) (3/2)
° 2 °
1
| 4
1
° ) °
P7(-3/-2) P’(3/-2)
-3

Spiegelung an der X—Achs_e4
P(3/2) —s P'(3/ — 2)
Spiegelung an der y-Achse
P(3/2) — P"(-3/2)
Spiegelung am Ursprung
P(3/2) — P""(-3/ —2)

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Vektorrechung in der Ebene

Spiegelung an der Urspungsgeraden

tana =m

Jo(;)

T - cos2a + y - sin 2« >

- sin2a — ¥y - cos 2«

y=m-x
cos 2«
sin 2«

()=

¥’ = x-cos2a+ y - sin 2

sin 2a

— cos 2«

y = x-sin2a — y - cos 2x

y
P(2/3)
s T °
s T °
P’(3/2)
L
by 5 5 T4 %1 b 5 .

-1 T
-2 T
-3 T
4

Yy=2x m=1 P(2/3)

tana =1 a = 45°

z' = x - cos2a + y - sin 2

2’ =2-cos2-45°+3-sin2 - 45°
=3

y = x-sin2a — y - cos 2a

y' =2-sin2-45°— 3 cos?2 - 45°
y =2

P(2/3) — P'(3/2)

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.

https://fersch.de



Analytische Geometrie

Vektorrechung in der Ebene

Zentrische Streckung

Streckzentrum: Z(0/0)
Streckungsfaktor :k
Urpunkt: P(xp/yp)
Bildpunkt: P'(zp//yp)

)= (o t)el( )+ ()
()= (50)

Streckzentrum: Z(x,/y.)
Streckungsfaktor:k
Urpunkt: P(xp/yp)
Bildpunkt: P'(xp:/yp:)
Vektorform

ZP' =k -ZP

rpr — Iz —k rp — Iz
Yp — Yz Yyp — Yz

OP' =k-ZP+07Z

zpr — k. Tp — Tz + Tz
Ypr Yyp — Yz Yz

Drehung um den Ursprung

'\ [ x-cosa—y-sina
y' T-sina+y-cosa

2 =x-cosa—y-sina

z’ cosa —sina x
(y'>_<sina cosa>®<y>

y =z -sina+y-cosa

()-G o)

!
r =

y'=k-y

)

P(0/0,5) — P(—3/2)

/
wt
Y

7(3/-1)

-2

Streckzentrum: Z(3/ — 1)
Streckungsfaktor:2
Urpunkt: P(0/0,5)
Bildpunkt: P'(zp//yp:)

OP' =k-ZP+0%Z

(3 )= (a2 )+ (5)
(E) )
(E)-(00)
P’(y—P?;/Z) :

Orthogonale Affinitdt mit der x-Achse als Affinitidtsachse

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Analytische Geometrie

Vektor

6.2 Vektor
6.2.1 Vektor - Abstand - Mittelpunkt

zs3
B(2/-1/5) - v
U3

2 _ A(-2/2/1)

5 R )
_ 2
T2
2
-1
x1

Vektor - Ortsvektor

e Vektor ¢ - Menge aller parallelgleichen Pfeile

Ty
U= T2
T3
e Ortsvektor ¢ - Vektor zwischen einem Punkt und dem
Koordinatenursprung
A(za/ya)
ai
A=0A= as
as
o Gegenvektor ¢ - gleiche Lénge, aber entgegengesetzte
Orientierung
1
U= —I2
— 25

Vektor zwischen 2 Punkten

2 Punkte: A(al/ag/ag) B(bl/bz/bg)

by —ax C1
AB = bQ — a9 = C2
bs — a3 c3

Vektoren: AB = v3 = U4 = v5

4

= -3
()

—2

Ortsvektor: A = n = 2
()

( 2

—

Ortsvektor: B = Uy =

—4
Gegenvektor zu v = —vU5 = ( 3 >

Punkte: A(—2/2/1) B(2/—1/5)
Vektor zwischen zwei Punkten

242 4
AB=| -1-2 | =[ -3
5-1 4

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Analytische Geometrie

Vektor

Liange des Vektors - Betrag des Vektors - Abstand zwischen zwei Punkten

AB|= /2 +E+3

/@ =S \/(bl — 111)2 + (bQ - a2)2 + (b3 - (13)2

Mittelpunkt der Strecke AB

AB| =/ +g+3&
AB| = 1/42 + (=3)% + 42
AB| =41

AB| = 6,4

M:%(AHLE)

a b1
M = % as + b2
as bg

M( u1—2i-b1 /a2-2|-b2 /a3-2i-b3)

Mittelpunkt der Strecke AB
M=1 (E +B

i{(£)-(3)

[ hier klicken ]

6.2.2 Winkel - Skalarprodukt - Vektorprodukt - Abhingigkeit

ST
St

S

a A /

ST}

<
\1\

ai b1
a= as b= b2
as b3

Linge der Vektoren

ld| = v/ai + a3 + a3
bl = /b + b3 + 3

Lénge der Vektoren:

|a| = v/ai + a3 + a3

|d| = v2Z+12 + 22

la| =3

o= varrn=a

b = \/(—2)2 +12 4 (=2)
b =3

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Analytische Geometrie

Skalarprodukt
a1 b1
ao 6: as o b2 =

as b3
ai b1 +as-by+as-bs
Senkrechte Vektoren:
Gob=0=a b

Vektorprodukt - Fliche des Parallelogramms

claundéLlb

a2~b37a3'b2

6:d><5: asz by —bs-aq
a1~b2—a2~b1
a1

=axb=| ¢
C3

Flache des Parallelogramms:
A=laxi]

A+ci+c3
Flache des Dreiecks aus d, b

A=tlaxi]

Winkel zwischen Vektoren

ao

cosx =

I

o> | S

a1b1 + a2b2 + a3b3
Va3 +a3+ak /b3 + b3+ b3

CoOSx =

Lineare Abhingigkeit von 2 Vektoren

ay = bik /by =k
ay = bk /by = ko
a5 = bk /by =Sk
by = kg = ks =

Vekoren sind linear abhingig - parallel
nicht alle k gleich =

Vektoren sind linear unabhéngig - nicht parallel

[ hier klicken ]

Skalarprodukt:
Gob=2--241-142.-2=—-7

Vektorprodukt:
1-(-2)—2-1
ixb=| 2-(=2)—(-2)-2
2-1—1-(-2)
—4
c=axb=| 0
4

Flache des Parallelogramms:

6= /(47 +0 + £
|c| = 5,657
Schnittwinkel:

dob
cosa = =

al - [5]
CoOsS o = i

" |3-3

cosa = 7%'
a = 38,942

Lineare Abhéangigkeit von 2 Vektoren

(1) ()

= -2k /=2 =k=-1
1 = 1k /i1 =k=1
2 = 2% /:-2 =k=-1

= Vektoren sind linear unabhéngig - nicht parallel

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 11
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Analytische Geometrie

Vektor

6.2.3 Spatprodukt - lineare Abhangigkeit - Basisvektoren - Komplanaritit

11

oL

L

S\

ST

Qy
I

ap b1 c1
a9 b= b2 c= Co
as b3 c3

Spatprodukt: (d, 5,6') = (@ x 5) .C=

ai b1 C1
as X by . Co
as b3 c3

Vektorprodukt von @, b skalar multipliziert mit ¢

Spatprodukt = Wert der Determinante

Spatprodukt: (@, 5, ¢) =
ar b
(@xb)-C=| ag by o
as by c3

(dxb)-€=a1~b2-03—|—b1-62-a3—|—cl-a2-b3

—cy-by-az—ay-ca-b3—br-az-c3

3 -4 7| 3 -4
-5 7 2| -85 -7
4 2 2| 4 2
D=3-(=7)-24(-4)-2-447- (-
—7-(=7)-4-3-2.2—(—4)-(-3)-2

D =

w
=
[\V)

Spatprodukt - Volumen

eVolumen von Prisma oder Spat

V=(@xb)T

eVolumen einer Pyramide mit den Grundflachen:
Quadrat,Rechteck,Parallelogramm

V=2Yaxb) ¢

D =44
3 —4 7
a=| -3 b= -7 e=| 2
4 2 2
3 -4 7| 3 -4
V=|-3 -7 2| -3 -7
4 2 2| 4 2

V=3 (=7)-2+(-4)-2-447-(-3)-2
e Volumen ein dreiseitigen Pyramide T (T e h — F e — (A (D)=
V=_Laxb) e V=4
Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 12 https://fersch.de



Analytische Geometrie Vektor

Eigenschaften von 3 Vektoren

e (@xb)-Z=0= die drei Vektoren @,b,& 3 . —4 7
. . .. a= -3 b= -7 = 2

- sind linear abhéngig 4 9 9

- liegen in einer Ebene (komplanar) (@xb)-c=44

- sind keine Basisvektoren (@ x b) -+ 0 = die drei Vektoren @,b, &
SO = . . o7 - sind linear unabhéngig

° (.a X b) c#0= fhe 'drel Vektoren @, b, ¢ _ liegen nicht in einer Ebene

- sind linear unabhéngig - sind Basisvektoren

- liegen nicht in einer Ebene

- sind Basisvektoren

[ hier klicken ]

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 13 https://fersch.de
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Gerade

6.3 Gerade
6.3.1 Gerade aus 2 Punkten
T3
g
B(1/2
A(1/-2
T2
1
Punkte: A(al/ag/ag) B(bl/bQ/bg)
Richtungsvektor
bl — a1 C1
Aﬁ = by — as = Co
b3 — a3 c3
Punkt A oder B als Aufpunkt wéhlen
aq C1
T = a9 + A C2
as C3
Besondere Geraden
z1 — Achse T9 — Achse x3 — Achse
1 0 0
r=X| 0 r=X| 1 r=Ax| 0
0 0 1

[ hier klicken |

Punkte: A(1/ —2/3) B(1/2/5)
Gerade aus zwei Punkten:

1—-1 0
AB=| 2+2 | =1 4
5— 2
0
A 4
2

3
1

&= -2 |+
3

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Analytische Geometrie Ebene

6.4 Ebene

6.4.1 Parameterform - Normalenform

x3 z3
n
Parameterform Normalenform
W 7= EP X a = 902 -
P/
_ X
N U —
P L2 T2
Ty
T
Parameterform
T - Ortsvektor zu einem Punkt X in der Ebene
P - Aufpunkt (Stiitzvektor,Ortsvektor)
i, U - linear unabhéngige Richtungsvektoren
A, o-Parameter
F=P+Xi+o-7
P Ul U1
T=| po [ +A| w2 [+0| v
b3 us V3
Normalenform - Koordinatenform
T - Ortsvektor zu einem Punkt X in der Ebene 1
71 - Normalenvektor Normalenvektor: 7 = 2
. . -3
P - Aufpunkt (Stiitzvektor,Ortsvektor) Punkt in der Ebene P(2/ — 1/1)
n-(Z—p)=0 Nomalenform:
ny x1 D1 i (Z--p)=0
1 X1 2
ng | o vy | — | p2 =0 2 |o z | = =1 =0
n3 T3 p3 -3 z3 1
Koordinatenform: Koordinatenform:
1(1}1 — 2) + 2(1)2 —|— 1) — 3(173 — 1) = 0
ni(z1 —p1) + na(x2 — p2) + ng(zs —ps) =0 2l + 2% — 335 +3 =0
n1T1 — NP1 + NaT2 — Nap2 + N3T3 — ngp3 =0
c = —(nip1 + nap2 + n3p3)
ni1x1 + Noxs + nzxrz3 +c =0

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 15 https://fersch.de



Analytische Geometrie

Ebene

Besondere Ebenen

Ebene Parameterform Koordinatenform
1 0
zl—x22 | =)\ 0 +o 1 3 =0
0 0
1 0
zl—xz3 | =\ 0 +o 0 2 =0
0 1
0 0
2 —x3 | =\ 1 +o 0 x1 =0
0 1

6.4.2 Ebenengleichung aufstellen

zs3

B(1/2/5) Ebene E

-

A(2/-1/
C(3/2/3)
T
Ebene aus 3 Punkten
Punkte: A(al/ag/ag) B(bl/bz/bg,) C(Cl/Cg/Cg)

Ebene aus drei Punkten:

Richtungsvektor: AB =

Richtungsvektor: AC =

a1 d1
T = a + A d2
as ds

bl—al
by — as
b3—a3
€1 —ax
Co — Q9
C3 —asg

€1

Die 3 Punkte diurfen nicht auf einer Geraden liegen.

dy
=| d
ds
€1
=1 e

€3

Ebenengleichung aus Aufpunkt und den Richtungsvektoren.

Punkte: A(2/ —1/3) B(1/2/5) C(3/2/3)
Ebene aus drei Punkten:

1-2 -1
AB=| 2+1 | = 3
5—3 2
B 1

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Analytische Geometrie

Ebene

Ebene aus Gerade und Punkt

Der Punkt darf nicht auf der Geraden liegen.

a1 b1
T = a +A bg
as bd

Punkt: C(c1/ca/cs)
Richtungsvektor zwischen Aufpunkt A und dem Punkt C

€1 —ay €1
A_C = Coy — a2 = €9
C3 —asg €3
aq b1 €1
z= a + A by +o €2
as b3 €3

Ebene aus zwei echt parallelen Geraden

ai by
Gerade 1: Z=| ay | +A| by
as bs
c1 dy
Gerade 2: = | ¢ | +0| do
cs ds

Bei parallelen Geraden sind Richtungsvektoren linear abhén-
gig. Fiir die Ebenengleichung muss ein 2. Richtungsvektor
erstellt werden. 2. Richtungsvektor zwischen den Aufpunk-
ten A und C.

Ebenengleichung in Parameterform

C1 — aq €1
AC = Co — Gy = es
C3 — as €3
a1 b1 €1
z= as +A b +o €2
as b3 €3

1 2
Gerade: ¥ = 3 + A 3
—4 -3

Punkt: C(2/0/1)

Gerade 1: ¥ = (

1

3

0

3 4
Gerade 2: ¥ = 4 +o 0

5 -2

Richtungsvektoren:
2 4
0 =k- 0
—1 —2
2 = +4k /4 =>k=3
0 = +0k /:0 =k = beliebig
-1 = -2k /=2 k=1

= Geraden sind parallel
Aufpunkt von Gerade 2 in Gerade 1

1 2
=1 3 | +A 0
0 =1l

Punkt: A(3/4/5)

3 = 1 +2X\ /-1

4 = 3 40X /—3

5 = 0 -1\ /—0

2 = 2X /2 =A=1
1 = 0A = falsch

5 = —1x  /:-1 =A=-5
=

Geraden sind echt parallel
2. Richtungsvektor zwischen den Aufpunkten A und C

. 3—-1 2
AC=| 4-3 | = 1
5—-0 5

Ebenengleichung in Parameterform

SHRHEH

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Analytische Geometrie

Ebene

Ebene aus zwei sich schneidenden Geraden

“ " Gerad R Y
s &= — -
Gerade 1: Z=| as | +A| b crade L@ 8 + _8
as b3 9 —4
c d Gerade 2: & = —35 +o —;l
Gerade 2: 7= | ¢ | +0| da Die Geraden schneiden sich im Punkt S(5,—9,0)
c3 ds Ebenengleichung in Parameterform
Bei sich schneidenden Geraden sind Richtungsvektoren line- 1 4 —4
bhinei z= =2 +A|l =7 | +o| —4
ar unabhéngig. 3 _g _3
Ebenengleichung in Parameterform
aiq bl dl
z= a + A by +o da
as b3 d3
[ 3 Punkte ][ Punkt und Gerade ][ Parallele Geraden ]
6.4.3 Parameterform - Koordinatenform
1. Methode: Determinante
ay b1 c1 1 R ;2 2
= T=| =3 | + +o| =5
T = as + A by +o C2 9 3 0
as b3 C3 rn—1 -2 2 |xz1—-1 =2
xr1 — ay by ¢ | v1— a1 by D=| z2+3 4 —5 | xz2+3 4 =0
T3 — 2 3 0 xr3 — 2 3
D=|29—-ay by co| z2—a2 by =0 (1 —1)-4-04(=2) - (=5) - (3 —2) + 2+ (x2 +3) - 3—
I3 — as bg C3 I3 — as b3 2'4'(1‘3—2)—(1‘1—1)-(—5)~3—(—2)-($2+3)-0:0
(xl _al) .b2 .63+b1.02. (1;3 _0/3)+ 15z +6$2+2$3_1:0
cl-(x2 —az) by —cl-b2- (v3 —az)— Koordinatenform:
(xl_al).c2.bs_bl.(x2_a2).63:0 151‘1+6$2+2$3—1:0
Koordinatenform:
nir1 +Noko +n3x3+ k=0
Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 18 https://fersch.de
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Ebene

2. Methode: Vektorprodukt

ai by c1
T=| as |+A]| b |+0]|
as b3 3
Normalenvektor der Ebene mit dem Vektorprodukt
b1 c1 by - cg — b3 - ca
n= by X Co = bs3-c1 —c3-by
bs C3 by -cy—by-cy
n
= | na
n3
Normalenvektor der Ebene und Aufpunkt in die Koordina-
tenform einsetzen.
niai; + ngas +nzas + k=0
k berechnen
n1x1 + noxs +nzx3 + k=0

[ Determinante ][ Vektorprodukt |

6.4.4 Koordinatenform - Parameterform
1. Methode

n1T1 + Noxo +n3xs+k=0

eox; durch einen Parameter ersetzen

xr1 = A

ey durch einen Parameter o ersetzen

X9 =0

e Koordinatenform nach z3 auflosen

.

e Ebene in Punktdarstellung :
z1=04+1-240-0

r2=0+0-A+1-0

na
ns L2

vy =~k = 2 2o
e Parameterform der Ebene
0 1 0
T = 0 + A 0 +o 1
_k _ny _ng

1 1
T = 2 +A| -1 +o 0
=T 0 1

Vektorprodukt:
1 -1
R=bxé= -1 X 0
0 1
—-1-1-0-0
= 0-(-1)—1-1
1-0—(=1)-(=1)
-1
n= -1
—1

Normalenvektor in die Koordinatenform einsetzen.
—lx1 — 1z —1lzs+ k=0

Aufpunkt in die Koordinatenform einsetzen.
-1-1-1-2—-1-(-7)+k=0

k=—-4

Koordinatenform

—1131—1:1}2—11‘3—4:0

41 +8xo +2x3 —2 =0

ez, durch einen Parameter ersetzen

X1 = A

o> durch einen Parameter o ersetzen

o9 = O

e Koordinatenform nach z3 auflosen

xr3 = —% — %1‘1 — %.’L'Q

xr3 :1—21’1 —41’2

e Ebene in Punktdarstellung :
1 =0+1-A+0-0
22o=04+0-A+1-0
r3=1—2\—40

e Parameterform der Ebene

0 1 0
T = 0 + A 0 + o 1

1 -2 —4
4I1 —2=0
ey durch einen Parameter ersetzen
To = A
ex3 durch einen Parameter o ersetzen
r3 =0
o Koordinatenform nach z; auflosen
xr1 = L

2
e Ebene in Punktdarstellung :

£1=35+0-2+0-0
2o =0+1-A+0-0
z3=04+0-A+1-0
e Parameterform der Ebene

: 0 0
T = 0O |+X1 1 |+0| O
0 0 1
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Analytische Geometrie Ebene

2. Methode
e Drei beliebige Punkte, die in der Ebene liegen ermitteln. 4dz1 + 8wz + 223 —2 =10
e Die Richtungsvektoren miissen linear unabhéngig sein. *rL = 0 21 = Wb o R GO H S O
] einsetzen.= z3 = 1 und P;(0/0/1)
e Ebenengleichung aus 3 Punkten aufstellen. e 2 weitere Punkte ermitteln: Py(1/0/ — 1) Ps5(0/1/ — 3)
e Die Richtungvektoren sind linear unabhéngig:
1 0
0 1
-2 —4
e Parameterform der Ebene
0 1 0
= 0 | +A 0 +o 1
1 —2 —4
6.4.5 Koordinatenform - Hessesche Normalenform
Koordinatenform: Koordinatenform:
M1 + NeTo +nars + ki =0 1521 + ?5;)2 +2z3-1=0
Normalenvektor 7= 6
ny D)
n=| na Linge des Normalenvektors:

s 7| = /2% + 2% + a2
|7i] = V152 + 62 + 22

Lange des Normalenvektors:

. . 5 5 |7i| = 16,3
|71 = V1 + Nz +n3 Hessesche Normalenform:
Hessesche Normalenform: HNF. 2%+ 61”; ;r 223 -1 _
k1 <0 ) ’
HNF: ni1x1 + NeT2 + N3x3 + K1 —0
\/n% -+ n% + n%
k1 >0

HNF: n1T1 + Noo + naxs + kq —0

—/n? + n3 + n}

[ hier klicken ]
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6.5 Kugel
6.5.1 Kugelgleichung

M(my/ma/ms3) - Mittelpunkt der Kugel M(3/2/ — 4) — Mittelpunkt der Kugel

r = 6 — Radius der Kugel

S X (x1/x2/x3) — beliebiger Punkt auf der Kugel
X (x1/x2/x3) - beliebiger Punkt auf der Kugel Kugelgleichung:

Kugelgleichung;: (@1 —3)% + (22 — 2)* + (22 +4)* = 67

(z1 —m1)? 4 (22 — ma)? + (x2 — mg)® =12

r - Radius der Kugel

=r

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 21 https://fersch.de



Analytische Geometrie

Lagebeziehung

6.6 Lagebeziehung
6.6.1 Punkt - Gerade

/

Cs

9 Cy L

Ebene E

/

92

Punkt C liegt auf der Geraden g; Abstand d des Punktes C; von der Geraden go

a by
T = as + A bg
as b3

Punkt: C(cq/ca/cs)
cio= ar + b =\
c1= ay + bahe = A2
c1= as + bgAs = A3

A =X =3 =>

Punkt liegt auf der Geraden

nicht alle A gleich =
Punkt liegt nicht auf der Geraden

Lotfupunkt und Abstand des Punktes berechnen.

senkrecht zur Geraden ist und den Punkt C enthélt.

Ebene.
Abstand des Punktes, ist die Lange des Vektors LC

Die Koordinatenform der Ebenengleichung aufstellen, die

Richtungsvektor der Geraden = Normalenvektor der Ebene.
Der Lotfuflpunkt ist der Schnittpunkt zwischen Gerade und

1 -2
z= ( 3 ) + A ( —2 ) Punkt: C(7,9,—6)
-3 2

7 o= 1 -—2x /-1
9 = 3 -2x /-3
6 = -3 +2» /43
6 = -2\ /:—2 = A=-3
6 = -2\ /:—2 =A=-3

|
w
\

2) /:2 =x=-11

= Punkt liegt nicht auf der Geraden

Lotfulpunkt und Abstand des Punktens berechnen.

Richtungsvektor der Geraden = Normalenvektor der Ebene.

—2x1 —2x2+ 223+ k=0

C ist Punkt in der Ebene

—2-7-2-942-(-6)+k=0

k=44

—2x1 — 210 + 223 +44 =0

LotfuBpunkt ist der Schnittpunkt zwischen Gerade und Ebene.
T = 1 —2A

T2 = & —2A
r3 = —3 +2\
—2(1—2X) —2(3—2A) +2(—34+2)\) +44 =0
122 +30=0
A=
A=-21

(0 (3)

LotfuBpunkt: L(6,8, —8)

B 12-7 -1
CL=| 30-9 |=| -1
—22+6 -2
Abstand Punkt Gerade
€| = (=12 + (-1)? + (-2)°

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Lagebeziehung

[ hier klicken ]

6.6.2 Gerade - Gerade

g1

g1

g1
g1

Geraden schneiden sich  Geraden sind parallel

92

Geraden sind windschief

a by
Gerade 1: Z=| as | +A| by
as b3
c1 dq
Gerade 2: = | ¢ | +0o| do
c3 ds

Richtungsvektoren linear abhéngig (parallel) ?

e

Aufpunkt von gl auf g27

% &ﬁn

identisch windschief

echt paralllel

Geraden gleichsetzen
keine Losur/ \Losung

schneiden sich

[ hier klicken ]

g2

Geraden sind identisch

1 4
Gerade 1: ¥ = -2 + A =7
8 —8
9 —4
Gerade 2: ¥ = -5 +o —4
3 -3

Richtungsvektoren:

BRE)

Z 4k /i-4 s k=-1
4k [i-4 k=12
-3k /=3 =>k=2%2

B
-8 =

= Geraden sind nicht parallel

(2)2(3)-(2)~(5)

1 44X = 9 —do /-1 /+4c
2 7\ = -5 —40 /42 /+4o
8 -8\ = 3 -3¢ /—8 /+30
1 4 +40 =8

II —TA\+40=-3

117 —8\—30=-5

Aus den Gleichungen I und IT A und o berechnen
oc=1

A=1

A und o in die verbleibende Gleichung einsetzen
II7 8+1-(—-8) =3+1-(-3)

0=0

A oder o in die Geradengleichung einsetzen

()0 (3)

Schnittpunkt: S(5,—-9,0)
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Lagebeziehung

6.6.3 Punkt - Ebene (Koordinatenform)

op lL

Punkt liegt in der Ebene

Punkt: A(a1/az/as)
Ebene: nixy + noxs +ngzr3s +c¢1 =0

ni-a1+ns-ay+ns-a3+cy =0
e Liegt der Punkt in der Ebene?

Punkt in die Ebene einsetzen.

Gleichung nach Umformung: 0 = 0 = Punkt liegt in der

Ebene
o Abstand Punkt - Ebene
Punkt in die HNF einsetzen.

[ hier klicken ]

Punkt liegt nicht in der Ebene

Punkt: A(1/2/0)

Ebene: — 1x1 — 322+ 123 +7=0
-1-1-3-2+1-0+7=0

0=0

Punkt liegt in der Ebene

Punkt: A(2/ —4/3)

Ebene: — 1x1 — 322+ 123 +7=0
-1-2-3-(-4)+1-3+7=0
20=0

Punkt liegt nicht in der Ebene

Abstand des Punktes von der Ebene

Koordinatenform in Hessesche Normalenform HNF

—1lxy — 32+ 13 +7=0

Lénge des Normalenvektors:
il = v/
7] = /(—1) + (=3)> + 12
|7i| = 3,32
HNF:
—1lx; —3x24+1x347 —_ O
3,32
Punkt in HNF":
d*|_1.2_3.(_4)+1.3+7

—3,32
d=|—6,03|
d=6,03

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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6.6.4 Gerade - Ebene (Koordinatenform)

/.

/g Gerade ist parallel zur Ebene Gerade liegt in der Ebene

Gerade schneidet Ebene

“ b Gerade: @ g A g
Gerade: T=| as | +A| by rades = 7 * 5
as b3 Ebene: 121 — 222 + 523 +10=0
Ebene: nyxy + noxg +ngxs +¢1 =0 m= el
To = 5 +HA
rx3= T +bA
Geradel in Punktdarstellung 1(3+4X) —2(5+5X) +5(7T+5X) +10=0
$1=a1+b1)\ 19)\+38:O
To = ag + bg)\ A= *171;8
r3 = as + b3\ A= —2
3 4
T = 5 5
1, T3, x3 in die Ebenengleichung einsetzen 5
ny(ar + b)) + naag + boX) 4+ ns(as + bsA) +c¢; =0 Schnlttpunkt S(=5,—5,—3)

Die Gleichung nach der Variablen auflosen.

e Schnittpunkt zwischen Gerade und Ebene

Auflésung nach einer Variablen ist méglich. Variable in die
Gerade einsetzen

e Geraden und Ebene sind parallel

Auflésung nach der Variablen ist nicht moglich. A heben
sich auf.

Gleichung nach Umformung: Konstante =0

e Gerade liegt in der Ebene

Auflésung nach der Variablen ist nicht mdoglich. A heben
sich auf.

Gleichung nach Umformung:0 =0

[ hier klicken ]
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6.6.5 Ebene - Ebene

Es

/
= Es
E

Ebenen sind identisch

Ebenen sind parallel

Parameterform - Koordinatenform

Parameterform - Ebenel

ay b1 c1
T = az +A| b +o| c2
as b3 c3

Koordinatenform - Ebene2

n1x1 + noxs +n3xz + k1 =0

Ebenel in Punktdarstellung
T1 =a; + b\ +co
To = a9 + bo\ + o0
T3 = a3 + bgA + co0

T1,%2,x3 in die Ebenengleichung einsetzen
ni(ar + A + o)+

na(ag + ba A + co0)+

ns(as +bsA+co0) + k1 =0

Die Gleichung nach einer Variablen auflésen

e Schnittgerade zwischen den Ebenen

Auflésung nach einer Variablen ist moglich. A oder o in die
Parameterform einsetzen

e Ebenen sind parallel

Auflésung nach einer Variablen ist nicht méglich. A und o
heben sich auf

Gleichung nach Umformung: Konstante =0

e Ebenen sind identisch

Auflésung nach einer Variablen ist nicht méglich. A und o
heben sich auf

Gleichung nach Umformung: 0 = 0

Ebenen schneiden sich

e () (1)

Ebene: 121 + 1x2 + 03 +
z1= —2 +1A 400
o= —4 +2\ —lo
T3 = 2 +2)\ —lo

”ww>—~

)

(=24 1A+ 00) + 1(—4+2X — 1) + 0(2+ 2 — 20) + 0 =0

3A\-1c—-6=0

- —2 1 0
e ( _4)“.(2)%_@.(_1)
2 2 —2

—2 1
Schnittgerade: & = 2 + A -1
14 —4

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 26
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Parameterform - Parameterform

Eine Ebene in die Koordinatenform umrechnen. Danach die

Loésung mit Parameterform - Koordinatenform berechnen.

Koordinatenform - Koordinatenform

Eine Ebene in die Parameterform umrechnen. Danach die

Loésung mit Parameterform - Koordinatenform berechnen.

[ hier klicken ]
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