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Analysis

4 Analysis

4.1 Grenzwert - Stetigkeit

4.1.1 Grenzwert von f(x) fiir x gegen x0

e Linksseitiger Grenzwert von f(x) geht gegen Unendlich
(bestimmt divergiert)

lim f(x) = +o0
T—T)
o Rechtsseitiger Grenzwert von f(x) geht gegen Unendlich
(bestimmt divergiert)

lim f(z) =+0

I*}IO

= vertikale Asymptote - Polstelle an der Stelle x = x

[ Grenzwerte |

z—1

lim+ In(zx—1)4+2=-00

Linksseitiger Grenzwert von f(x) fiir x gegen -2

Vertikale Asymptote (Polstelle): z =1

N (m —4) _ _ y _ o=
6 1 fi@) = [CET ) f2 (z) = In(z 1)6+:* fa(x)=e"+1 6 -
1+ 4+
27T 4/2 HA y=1
L x=4
Ay =0 ! ! [IraY ! ! ! e ! ! !
I T I T T U T T T T U T T T
2 4 6 -6 —4 -2 4 6 -6 —4 -2 2 4 6
91 91
VAz=1
4 4 4 4
6 4 —6 4
o Linksseitiger Grenzwert (LGW) von f(x) geht gegen eine () = (z—4) D =R\ {-24}
Konstante (konvergiert) ) ) (a: +2)(z —4) B
Linksseitiger Grenzwert von f(x) fiir x gegen 4
lim f(z) =aoder lim f(z)=a 24 | f@) = 2
T—xy 5z 5 i (x = 4)
. 0 . 3,99 0, 166945 lim —— 72—
e Rechtsseitiger Grenzwert (RGW) von f(x) geht gegen eine 3999 | 0.166694 voa— (z Jlr 2)(x — 4)
Konstante (konvergiert) 3,9999 | 0, 166669 13}117 EFT) =1
lim f(z) =aoder lim f(z)=a 3,99999 | 0,166667
r—xy P, Rechtsseitiger Grenzviert von f(x) fur x gegen 4
e Grenzwert von f(x) existiert z =47 [ fl@) g (@ — 1)
linksseitiger Grenzwert = rechtsseitiger Grenzwert 4,01 3,6 hm+ ( +a:2)_( —4) N
. . 4,001 ] 0,166639 | =47 W2
lim f(z) = lim_f(z)=a 4,0001 | 0, 166664 lim, oy = i
z—
o v 4,00001 | 0, 166666
lim f(z)=a
T—rTo

1
lirr}1 fz) = i Stetig behebbare Definitionsliicke
T—

T — =27 flx) = —oc0
—2,01 —100 lim —@=4
—2.001 ~1000 z——2- (x 4+ 2)(z — 4)
—2,0001 —10000 xiigr;_ @2~
—2,00001 | —99999, 999999
Rechtsseitiger Grenzwert von f(x) fiir x gegen -2
z — —27 flx) = o0
—1,99 100 lim (z —4)
1,999 1000 =2t (24 2)(@ —4)
—1,9999 10000 xiir_nﬁ @12 -
—1,99999 | 99999, 999999
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Analysis Grenzwert - Stetigkeit

4.1.2 Grenzwert von f(x) fiir x gegen Unendlich

e Grenzwert von f(x) geht gegen eine Konstante Funktion:
(konvergiert) f (@) = —a’

) Grenzwert von f(x) fiir x gegen oo und gegen -oo
xgrfoof(x):a T — 00 f(z) = —o0 T — —00 flx) = o0
= horizontale Asymptote y = a 10 —1000 —10 1000
e Grenzwert von f(x) geht gegen Unendlich 00 i DD0IN0 —l UL

i ) ] 1000 —1000000000 —1000 1000000000
(bestimmt divergiert) 10000 | —1000000000000 —10000 | 1000000000000
: _ 3 1. 03] —
ml}rﬂrzloof(x) = +o00 Jim —z [—1- 007 00
lim —2® = [-1-(—00)®] = oo
=
= 7 D=R\{-2;4
0= 3 T \{-24)
Grenzwert von f(x) fiir x gegen oo und gegen -co
z— o0 | fz) =0 || z— —oco | f(z)—0
10 0,083333 —10 —0,125
100 0,009804 —100 —0,010204
1000 0, 000998 —1000 —0,001002
10000 0,0001 —10000 —0,0001
100000 | 0,00001 —100000 | —0,00001
4
fi(2) = (z —4) oz —4 _ x(lfg)
YT @+ 2w —4) 2-220—4 2i-2_3,
A x 2
z(l--)
lim —— %" — Lim L = lim l:0

z— 400 2 8 z—too x2 rz—too I
z2(1— x2)
Horizontale Asymptote: y = 0

fo(x) =In(z—1)+2
lim In(z — 1) +2 =00
T —r o0

fa(@)=e€"+1

lim e* 4+ 1= o0
xr—r0o0

lim e*+1=1

Tr—r— 00

Horizontale Asymptote: y = 1

[ Grenzwerte |

4.1.3 Stetigkeit

stetig (@) = 22— 4, r<1 unstetig (@) = 2% — 4, r<1 stetig be;xez)a)ri (z —4)
M= 10—t 251 RE= 20213, o> Sl P vy
2 4+
r=4
I I L
T T T Y T T
4 — -2 2 4
—2 4
—4 4
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Analysis

Grenzwert - Stetigkeit

e Ein Funktion ist an der Stelle z( stetig, wenn der
linksseitiger GW = rechtsseitiger GW = Funktionswert f(x)

lim ()= lm_f(z) = f(zo)

I*}IO JJA)CEO
e Stetige Funktionen

- Ganzrationale Funktionen

- Exponentialfunktionen

- Sinus- und Kosinusfunktion

e Stetige Funktionen, bei denen die Unstetigkeitsstellen aus
dem Definitionsbereich ausgeschlossen sind:

- Gebrochenrationale Funktionen

- Logarithmusfunktionen

- Tangensfunktion

e Abschnittsweise definierte Funktionen miissen an den
Schnittstellen auf Stetigkeit untersucht werden.

e Stetig behebbare Definitionsliicke xg

- linksseitiger GW = rechtsseitiger GW

lim f(z) = 1im+ f(z)

m—>m0 Zl)—)il)o

[ Grenzwerte |

4.1.4 Rechenregeln
Wichtige Grenzwerte

lima-z=0 lim — =
x—0 z—0 21
lim a-x =00 lim — =0
Tr—r o0 r—o0 I
lim e* = oo lim e* =0
xTr—r00 Tr— — 00
Iim Inz = —oc0 lim Inz = o0
x—07t T—>00
Rechenregeln
lim f(z) = f lim g(z) =g
T—To T—To
Jim (f(z) +g(2)) = lim f(z) + lim g(z) = f+g
Jim (f(z) —g(2)) = lim f(z) - lim g(z) =f—g
lim (f(z) - g(x)) = lim f(x) - lim g(z) = f -g
T—x T—T
glx)#0  lm s = ooy = o
(z) s—zo g(x) Tl_mJ 9(x) g

2
T° —4, <1
fl(m)_{ 13z 41, z>1
LGW: lim 2® —4= -3
r—1—
RGW: lim 1z —4;=-3

z—1t
FW: fi(1)=1%>—4= -3
LGW = RGW =FW =
ist stetig an der Stelle zg =1

2
T° —4, r<1
fQ(x)_{ 3p—12, z>1
LGW: lim 2? —4= -3
r—1—
RGW: lim %x—l%:—l
z—1+

FW: fi(1)=1%> -4= -3
LGW # RGW # FW =
ist unstetig an der Stelle zg = 1

(z—4) 1

fs (z) = z+2)z—4) (242

D=R\{-2;4}

f3(x) stetig in D

1
: lim —— =1
L ¢ lim ——— =1
RGW = LGW

= stetig behebbare Definitionsliicke: zo = 4
Stetige Fortsetzung von fa(x)

) = D=R\{-2

. . D

lim4-2=0 lim — =
z—0 z—0 T

lim 7-z =00 lim — =0
T —00 r—o0 I
lim 2e¢” = oo lim —3e* =0
T —00 T——00
lim 3lnz = —0c0 lim 6lnx = c©
z—0T T — 00
!
o 28 0
T z2
Zahler:
lim — =0 Iim 1-0=1
x—too I x—+o0
Nenner:
. 8 . 2 .

lim — =0 lim = =0 lim z(1-0-0)=o00
z—+oo 12 rz—too I rz—+o0

Zahler durch Nenner:i =0
0
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Grenzwert - Stetigkeit

Unbestimmte Ausdriicke

Typ 1: im 28 0

g(z) 0

Regel von L’Hospital

o flx)  Foo
Typ 2: hmm =~ I

Zéhler und Nenner getrennt ableiten, bis man den Grenz-
wert berechnen kann.
lim 1(@) = lim (@) = (@)
g(x) g'(z) g"(x)
Typ 3: lim f(x) - g(x) =0 - £oo
- Umformen in Typ 1 oder 2 und danach L’Hospital

anwenden

Typ 4: lim (f(z) — g(z)) = 0o — 0
- Briiche auf gemeinsamen Hauptnenner bringen

- Faktorisieren

Wichtige unbestimmte Ausdriicke

n xT
lim — =0 lim — =0
r—oo et T—00 iﬂn
. " . nx
Im — =00 lim — =0
z—o0 In T z—oo M

0
Typ 1: =
yp 0
lim 2% = lim <% — cos 0= 1
x—0 T x—0
Typ 2: —
2
2 2 2
lim — = lim =1 = _ = _0
z—00 ¥ z—o00 e7T z—o00 ¥ o0
Typ 3: 00 -0
. — . a8 . 1
lim z-e = lim — = lim — =0
T —>00 r—o0 e r—o0 T L
l =
lim z-lnz = lim %: lim - =-2=0
z—0T1 z—0t e z—0t — 5

Typ 4: co —

lim 2° — 2z = lim z(z — 1) = oo
Tr—> 00

—41‘5 aw
lim =0 Ilim — =
T— 00 6;” z—o0 I3

2x 4lnx

= im =0
Tr—00 h’)x T—00 X
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Analysis

Differentialrechnung

4.2 Differentialrechnung
4.2.1 Definition

Sekantensteigung Tangentensteigung
3 4 N . . . 3 .
P
2 4 . 2 4
Ay
1+ . Ay
f(z) =22 P Ax
| | | | i |
1 1 U 1 1 1 1
-2 -1 1 2 1 2
. yk
Sekantensteigung
Eine Gerade schneidet eine Funktion in den Punkten f(x) =22
Py(ao; J(w0)) und Py(as f(x). T g T T G R
Steigung der Sekante an der Stelle zq ' f’(:c’) — f(=0) ahme
Ay f(@) - (o) = F2
"The T r—a _ 2885 _
Ax=h r=x9+h 1,5-0,5

_ flwo+h) — f(xo)

Sekantensteigung = Differenzenquotient = Mittlere Ande-
rungsrate

Fiir kleine h ist die Sekantensteigung ~ Tangentensteigung

m = f'(xo)

1. Ableitung - Differentialqoutient

Die Ableitung von f(z) ist die Steigung des Graphen der
Funktion f(z) an der Stelle xg.

v = 2 —Ezwo Tr — X
fl(l,) — lim f(xO + h) — f(xO)

h—0

1. Ableitung =

Funktion f(x)=lokale (momentane) Anderungsrate

Steigung der Tangente = Steigung der

Die Ableitung von f(z) an einer beliebigen Stelle z
_ fl@+h)— fz)
() —
(@) = flbli% h

Die Sekantensteigung m an der Stelle zo = 0,5 und h =1
_ flmo+h) = f(=o)

9.25 0,35
m=_——" "7

=2

1
Die Sekantensteigung m an der Stelle o = 0,25 und A = 0,001
_ flzo+h) = f(=o)

(0,5 +8, 001) — £(0,5)

0,001

~0,251001 — 0,25
a 0,001
m =~ f'(0,5) =1

= 1,001

Die 1. Ableitung von f(z) = z? an der Stelle zo = 0,5
o (054 h)? —0,5%

/ —

f(l)_ll—)O h 5
f’(l):}lLin%O’%—’_h—’_h —-0,25
iy h(1+h)
£(1) = lim ==

Die Ableitung von f(x) = x? an einer beliebigen Stelle

2 2
(@) = pim EEDZT
, ,m1’2+2hx—|—h2—az2

f(@) = %lblao h

f(z) = }llln%)@ = }llirr%)Qx—i— h =2z
— —

f'(z) =2z

£(0,5) =1
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Analysis

Differentialrechnung

2. Ableitung

Die Ableitung der 1. Ableitung ist die 2. Ableitung.
Die 2. Ableitung gibt die Kriimmung einer Funktion f(x)

der Stelle zq an.

f(z) = —a* + 322 + 22
an [ (z) = —4a® + 62 + 2
" (x) = —122% +6

[ Tangentensteigung |

4.2.2 1. Ableitung - Monotonie - Extremwerte

1.3

5T
f1 (@) = 523 — 114 f (x):h_
6+ 6 1
sm S sms
s ] . 2T
sms b f sms v HT
| | [aY | | | | /Y TP(115 17375) |
T T U T T T T T U T T T
-6 -4 -2 2 4 6 -6 -4 - 2 4 6
-2 + HT
TEP(0/-2)
4 — .
HT i TP(4/4) 4
—6 4 -6 4+

sms - streng monoton steigend; smf - streng monoton fallend; VZW - Vorzeichenwechsel; NST - Nullstelle ; HP - Hochpunkt (Maximum);

TP - Tiefpunkt (Minimum) ; HT - horizontale Tangente; TEP

Steigung von f(zy) an der Stelle z

- Terrassenpunkt

‘ m= f/(iﬁo)

eFunktion

Stelle zy an der f(zy) die Steigung m besitzt

f@)=%2°—1iz

e1. Ableitungen

7 (@) = %ot -1k = S+ (-4

Steigung an der Stelle z = —6
m = f'(=6) =1

Steigung an der Stelle x = —2
F(=2) = -1k

f'(x) =m
Bei horizontalen Tangenten ist die Steigung Null.

f'(x) =0

el. Ableitungen
fl(z) = Ha® 13
Horizontale Tangente

Szt —15=0 /13
3,2 _ 11 .3
2 _ 2
=
32
r = =£V/16
32124 322:—4
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Analysis Differentialrechnung

Monotonieverhalten

monoton steigend f’(x) >0 Monotonieverhalten an der Stelle z = —6
, , m=f'(—6) =1% > 0= sms

streng monoton steigend  sms  f (x) >0 Monotonieverhalten an der Stelle z = —2

monoton fallend f(x)<0 f'(=2) = —15 < 0= smf

streng monoton fallend — smf f'(z) <0

Das Monotonieverhalten kann sich nur an den Ex-

tremstellen und an den Réandern des Definitionbereichs

(Definitionsliicken) &dndern.

Extremwerte und das Monotonieverhalten

Extremwerte sind Hochpunkte (Maxima) bzw. Tiefpunkte oFunktion
(Minima) der Funktion. In den Extremwerten hat f(x) eine fi(2) = 552’ = 13w
] ol. Ableltungen
horizontale Tangente (HT). fla)=232" -1k = 3(z+4)(x —4)
e f'(z) = 0 (Notwendige Bedingung) flx) = H2* — 1% =0

Die Nullstellen der 1. Ableitung bestimmen (zg, 1..).

2 -1t=0 /+1i
In diesen Nullstellen (zg,z;..) kann die Funktion einen s2=11 /.3
Hochpunkt, Tiefpunkt oder Terrassenpunkt (Sattelpunkt) 22 — 5
]
besitzen. 32
. . L . r=+£v16
Zur Unterscheidung werden die Nullstellen in die Vorzei- =4 oz = —4
chentabelle eintragen. Einen Wert kleiner bzw. grofler als e Vorzeichentabelle von f'(z)
die Nullstelle wihlen und das Vorzeichen von f/(z) in die 7@ = +< _04 L= 3 <+x
Graph | sms | HP smf TP | sms

Tabelle eintragen. (Hinreichende Bedingung) Hochpmkt-(—4/4) ~ Tiefpmnk:(4/ —4)
ochpunkt:(— iefpunkt:(4/ —

e Hochpunkt (HP) eMonotonieverhalten
Monotonoieverhalten #ndert sich von streng monoton z€]—o00;—4] U 400 f'(z)>0 sms

steigend (sms) nach streng monoton fallend (smf). z€l =44 fi(2) <0 smf

Vorzeichenwechsel (VZW) der 1. Ableitung f’(x) von Plus eFunktion

1,.3
nach Minus. _ 2
c< | m | <a f2(2) = 2= =2
I () + 0 - e1. Ableitungen
Graph | sms | HP | smf f/ ) = 1122 (z—1)—32%1
e Tiefpunkt (TP) ((1213_1 1 T2)(zﬂ16)2
Monotonoieverhalten &ndert sich von streng monoton - zg_lsz 1?
— 2
fallend (smf) nach streng monoton steigend (sms). Z"hiz_w n
anler =
Vorzeichenwechsel (VZW) der 1. Ableitung f’(z) von Minus 2?(x—13)=0=2=0 V z—1i=0
nach Plus. g—13=0 /[+1;3
z< | o1 | <=z T = 1%
fl=) | - 0 + xo = 0; 2-fache Nullstelle
Graph | smf | TP | sms T = 1%; 1-fache Nullstelle
Nullstellen des Nenners aus f(x) iibernehmenzz = 1
o Terrassenpunkt (TEP) <] 0 [<a<[i]<as<[1l[<e
Monotonoieverhalten &dndert sich nicht. Kein Vorzeichen- () - 0 - - 0 +
Graph | smf | TEP smf smf HP | sms
wechsel (VZW) der 1. Ableitung. TEP(0/0)  TP(13/12)
< | w1 <z < | w3 <z eMonotonieverhalten
f'@) |+ 0 + @) | - 0 - z€]—o0;0[ U J0;1[ U J1i;00[ f'(z) <0 smf
Graph | sms | TEP | sms Graph | smf | TEP | smf P E]l%; OO[ f’(I) >0 sms

Die Rénder des Definitionsbereichs (Definitionsliicken)

miissen in die Tabelle mit eingetragen werden.
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Analysis Differentialrechnung

Extremwerte und die 2. Ableitung

eFunktion

fi(z) = 52° — 11z

e1. Ableitungen

(@) = Zat 11 = (@ +4)(z - 4)
e2. Ableitungen

In den Extremwerten hat f(x) eine horizontale Tangente
(HT).

e f'(x) = 0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 1. Ableitung bestimmen (zg, z1..).

In diesen Nullstellen (zg,z;..) kann die Funktion einen {;,((Z))Z%ZQ g
Hochpunkt, Tiefpunkt oder Terrassenpunkt (Sattelpunkt) 222 1%32_ 0 2/ +11
besitzen. = :11% [
Einsetzen der Nullstellen zg,z;.. in die 2. Ableitung (Hin- z? = 175

reichende Bedingung). - i%

o " (x9) > 0(LK) = Tiefpunkt (Minimum) bei xg 1 =4 xp=—4

f//(_4 — _% <0=> HP(_4/4)

o f" (x0) < O(RK) = Hochpunkt (Maximum) bei zo f'@)=3%>0= TP/ ~4)

o " (x0) =0A f" (x0) # 0 = Terrassenpunkt

[ Kurvendiskussion |

4.2.3 Graph der 1. Ableitung

Funktion f (v) = zf® — 1,52 Funktion f (z) = 22
6 1 : 6 4
HB 4 HT 4 -
: : smf
o -+ . 2
SIS b f ; sms HT
% % —o % | % % % —o %
-6 -4 -2 2 4 6 -6 -4 - 6
: -2 5 HT
: : TEP
: . : Pl
: —6 + : —6 4
Ableitunﬁg fl (@) =322 - 15 Ableitung f5 (z) = xir__lf;;‘z
6 6+
4t
9 1 f'(z) >0
| | ﬁ%+VS %NST% %
-6 —4 12 4 6
27 () <0
—4 + f/ ) < (14 |
—6 + —6 4

sms - streng monoton steigend; smf - streng monoton fallend; VZW - Vorzeichehwechsel; NST - Nullstelle ; HP - Hochpunkt (Maximum);
TP - Tiefpunkt (Minimum) ; HT - horizontale Tangente; TEP - Terrassenpunkt; VA - vertikale Asymptote; HA - horizontale Asym-
ptote; LK - Linkskriimmung; RK - Rechtskrimmung; WP - Wendepunkt; PS - Punktsymmetrie zum Ursprung; AS - Achsensymmetrie

zur y-Achse
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Analysis

Differentialrechnung

Funktion - 1. Ableitung f’(x)

Funktion f(x) Ableitung f'(x)

Extremwert NST f'(z) =0

HT NST f/(z) = 0

HP NST und VZW von + nach —
TP NST und VZW von — nach +
TEP NST ohne VZW

wp Extremwert

SIS f'(x) > 0 (positiv)

smf f(x) < 0 (negativ)

VA VA xlggo f(z) = %00

HA HA zgrﬂrzloo f(x)y=0

PS AS

AS PS

[ Funktionsgraph ][ Wertetable |

fi(x) = 3%333 — 1,5z fi(z) = %mQ —15

fi(z) \ fi(z)
Extremwert: x = —4 NST z = —4
HP:x = —4 VZW von + nach - z = —4
WP: 2 =0 Extremwert: x =0

sms: ¢ < —4 fl)>0 z<—4

4.2.4 2. Ableitung - Kriimmung - Wendepunkte

1.3 1 123
r—1
6 + 6 L
4 + 4 +
RKNR + 2]
Il Il Il (O/OD Il Il Il Il | aY Il Il Il
T T U T T T T U T T T
-6 —4 -2 2 4 6 -6 —4 - 2 4 6
-2 + LK HT
TEP(0/-2
4 4 4 RK
—6 4 —6 -

VZW - Vorzeichenwechsel; NST - Nullstelle ; HT - horizontale Tangente; TEP - Terrassenpunkt; VA - vertikale Asymptote; HA -
horizontale Asymptote; LK - Linkskrimmung; RK - Rechtskrimmung; WP - Wendepunkt;

Kriimmung von f(z() an der Stelle z

Rechtskriimmung RK  f’(z) <0

Linkskrimmung LK  f"(z) >0

Das Kriimmungsverhalten kann sich nur an den Nullstellen

der 2. Ableitung und an den Réndern des Definitionbereichs

(Definitionsliicken) &dndern.
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Wendepunkte und das Kriimmungsverhalten

Im Wendepunkt und im Flachpunkt ist das Kriimmungsver-
halten gleich Null.

o f"(x) =0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 2. Ableitung bestimmen (xg,x;..). Zur
Unterscheidung zwischen Wendepunkt und Flachpunkt wer-
den die Nullstellen in die Vorzeichentabelle eintragen (Hin-
reichende Bedingung). Einen Wert kleiner bzw. grofier als
die Nullstelle wéhlen und das Vorzeichen von f”(z) in die
Tabelle eintragen.

e Wendepunkt (WP)

Das Kriimmungsverhalten dndert sich von rechtsgekriimmt
(RK) nach linksgekrimmt (LK) oder von linksgekriimmt
nach rechtsgekriimmt.

Vorzeichenwechsel (VZW) der 2. Ableitung f”(z) von Plus

nach Minus oder von Minus nach Plus.

T < T <z T < 1 <z
=) |+ 0 - || M@ | - 0 +
Graph | LK | WP | RK Graph | RK | WP | LK

e Flachpunkt (FP)

Kriimmungsverhalten dndert sich nicht

Kein Vorzeichenwechsel (VZW) der 2. Ableitung

x < x1 <x r < 1 <z
'@ | + o | + [ fff=» | - ]0] -
Graph | LK | FP | LK || Graph | RK | FP | RK

Die Rénder des Definitionsbereichs (Definitionsliicken) miis-

sen in die Tabelle mit eingetragen werden.

eFunktion

fi(z) = 52° — 11z
fi(z) = %xz = 1%
e2. Ableitungen

Al (2) = {5

(@) =2z=0=>x=0

z < 0 < @9
f(z) | = 0 +
Graph | RK | WP | LK
WP(0/0)

x €]0;00[ f’(z) >0 LK
x €] —o0;0[ f’(z) <0 RK
eFunktion
1
z) = 2
f2( ) xx_s—lll:cz
fa (@) == =
e2. Ableitungen
, z? — 3z + 3)x
f3 (z) = ﬁ
22> =324+3)=0=>2x=0 V
> -3z +3=0

+34+4/(-3)*-4-1-3

2-1
+3£+v-3

Diskriminante negativ keine Losung
x9 = 0; 1-fache Nullstelle
Nullstelle des Nenners aus f(x) ibernehmen

$3

Zahler =0
22 —32+4+3=0

Ti/2 =

Ti/2 =

x10 = 1; 1-fache Nullstelle
xr < 0 <zx<|l|<z
() | + 0 — 0| +
Graph | RK | WP LK RK

Wendepunkte und die 3. Ableitung

Im Wendepunkt und im Flachpunkt ist das Kriimmungs-
verhalten gleich Null.

e f”(x) =0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 2. Ableitung bestimmen (zg, z1..).
Einsetzen der Nullstellen zg,z;.. in die 3. Ableitung (Hin-
reichende Bedingung)

o " (x9) # 0 = Wendepunkt

[ Kurvendiskussion |

4.2.5 Graph der 2. Ableitung

WP(0/ —2) kein WP z=1
x €l —00;0] U ]l00[ f’(z)>0 LK
x €)0;1] f’(z) <0 RK

eFunktion

fi(@) = 52° — 13z

el. Ableitungen

@) = L2 — 11 = (@ +4)(z—4)
e2. Ableitungen

7(z) = Ba

3. Ableitungen
f/// (x) _ %
f'@)=2x=0
z=0

17(0) = 4 #£0=
Wp(0/0)
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3
fi (@) = 332° — 154 f2($):;_1_2
6 T 6T L
4+ 4T
RK T LIZ T
! ! ! (O/OD ! ! ! ! e ! | |
T T — T T T T T Y T J !
-6 —4 -2 2 4 6 -6 —4 - 2 4 6
-2 + LK HT
TEP(0/-2
ol 41 RK
-6 4 —6 +
2. Ableitung f{ (z} = Sa 2. Ableitung f4 (z)}= rg&gfffégz
6 1 6
4+ 1T
. f"(x) >0 f(z) > 8 | A'(z) >0
NS Bl —
~7 —2 2 4 6 -6 -4 -2 2 4 6
" 4 ]
1 (z) <0 1" (x) =6
74 . 74 N
—6 + -6 +

sms - streng monoton steigend; smf - streng monoton fallend; VZW - Vorzeichenwechsel; NST - Nullstelle ; HP - Hochpunkt (Maximum);

TP - Tiefpunkt (Minimum) ; HT - horizontale Tangente; TEP - Terrassenpunkt; VA - vertikale Asymptote; HA - horizontale Asymptote;
LK - Linkskrimmung; RK - Rechtskrimmung; WP - Wendepunkt;

Funktion - 2. Ableitung f”(x)

Funktion f(x)

2. Ableitung f"(x)

WP
LK
RK
TEP
VA
HA

NST f”(z) = 0 mit VZW
F(x) >0

f'(z) <0

NST mit VZW

VA

HA

[ Funktionsgraph |[ Wertetable |
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4.2.6 Ableitung der Grundfunktionen

Polynomfunktion

f@=a"  f(2)=na"!

Die Ableitungen bildet man durch:

Exponent vorziehen und vom Exponenten 1 abziehen
f@=z f@)=1

f(z) = ax™ ' (z) = nax™!

f@=a f(2)=a

Konstanter Faktor a bleibt erhalten

f@=a f(2)=0

(f(z) £ g(x)) = f'(z) £ ¢'(x)

Bei Summen wird jeder Summand einzeln abgeleitet

Exponentialfunktion Basis e

flo)=e" fl(z)=¢
f(z) = ae” I (x) = ae”
fx)=ae*+b f'(x) = ae®

Logarithmusfunktion Basis e

f@) =z [ (w) =1
f@)=ale  fl@)=t
f@)=alnx+b ()=

a
T

Exponentialfunktion allgemein

f(x)=a" /() =a"Ina

Logarithmusfunktion allgemein

f@)=log,x  ['(z) =77

Trigonometrische Funktionen

f(z) =sinx f'(x) =cosz
f(z) =cosx ' (x) = —sinzx
f@)=tans (@) = o

[ Ableitung |

fi(z) =42° fi(z) = 52°~* = 52*

f2 (x) = 82° 5 (z) = 8- 5x°~! = 402*

f3(x) =2z 5 (2) =

fa(@)=5_ fa(x)=0

fs(@)=a°+a*+24+3  fi(z) =5z +42% +1
fY (x) = 202® + 1222

f(z)=3e"+4 f (x) = 3e”

f(z)=4lnz+5 flz) =12

f(z)=3" f'(z) =3%"In3

fl@)=logyz  f'(2)= i3

fo(zx) =234+ 2-sine  fi(x) =3 2> +2 cosx
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4.2.7 Ableitungsregeln

Ableiten von Summen und Differenzen

| (f@) £ g(2)) = f'(2) £ g'(x)

Ableiten mit konstantem Faktor

(e f@) =c- f(x)

Kettenregel

(fg(2)))" = f'(g(x)) - ¢ (x)
o duflere Funktion f() ableiten
e innere Funktion g(x) unabgeleitet abschreiben

e mit der Ableitung der inneren Funktion g(x) multiplizieren

(nachdifferenzieren)

Produktregel

(f(z) - g(x)) = f'(x) - g(z) + f(2) - g' ()
e 1. Faktor f(x) ableiten

e mal

e 2. Faktor g(x) unabgeleitet

e plus

e 1. Faktor f(x) unabgeleitet

e mal

e 2. Faktor g(x) abgeleitet

' (x) = 202> + 1222

fa(z) =23 4+ 2 -sinz
3(2) =3 22 +2-cosx

fi(z) =5e" +4lnz

fi(z) =5e* + 4%

f2(x) =b5cosx +4sinz

f5(x) = —bsinz + 4cosx

fi (@) =e*

duBere Funktion: e
fi(z) =e* -2 =2¢%
f2 (z) = 3sin bz

auBere Funktion: sin(..)

innere Funktion: 2x

innere Funktion: 5x

f5 (x) = 3cosbz -5 = 15 cos bx

fs (2) = 5™
duflere Funktion: e

innere Funktion: 3z>

f5(x) = 5¢3°° . 9z% = 453237

fa(z) = (a® — )"

duflere Funktion:

()

innere Funktion: 2° —

fa(z) =7z —2)% (32 — 1) = (212% — 7)(z® — 2)°

fi(z) = 22

fi(z) =2z " + a2 e”

fi(z) = ze®(2 + x)

fo(z) = (22 —6-2+2)-e”
fa(=)

fo(x) = e (22 — 6 + 2% — 6z + 2)
fo(x) = e®(2? — 4w — 4)
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Quotientenregel

(f($)>' _ f'(@) - g(x) = f(z) - ¢'(z)

g(x) (9(x))?
o Zihler f(x) ableiten

e mal

e Nenner g(x) unabgeleitet
e minus

o Zihler f(x) unabgeleitet
e mal

e Nenner g(x) abgeleitet

e durch

e Nenner g(x) im Quadrat

4.2.8 Tangenten- und Normalengleichung

Tangentengleichung

Tangente an der Stelle x(:

g(@) = f'(xo)(x — o) + f(x0)

oder

Yo = f(o)

my = f'(wo)

Geradengleichung;:

y=m-x+1

myg, T, Yo einsetzen und nach t auflésen
t=yo—my-To

my,t einsetzen

y=my -x+1

Normalengleichung

Normale an der Stelle zq:

~1
g(x) = m(ﬁﬁ —x0) + f(20)

oder
Yo = f(z0)
my = f'(20)
Steigung der Normalen:
m, = —

my
Geradengleichung:
y=m-x+t

Mn, To, Yo einsetzen und nach t auflésen
t=1yo— mp-To
my,,t einsetzen

Yy=my-T+1

_3-2P—(3z-1)-2z

f@=220 f@
f/ ((L’) _ 32‘/2—(222—21)
" (@) = =teliee
F= )
P

f/ (m) = _3(333_ %)

/ —Sxx—l—Q
fia)=—3
Funktion
f(z) =22
f (z) =2z
Tangente an der Stelle zg = %
f(3)=1
(=1
g(z) = f'(z0)(z — z0) + f(z0)
9(@) =F3)-3)+73)
ggw% =1(z n %)1-1- 1
g\z) = — 35 A Y
glz)=z—1
Funktion
f(z)= z?
f (z) =2z
Normale an der Stelle zg = %
f(3) =1
f'z) =1
9(2) = 7755y (= z0) + f(20)
9(@) = 7= - 3) + £(3)
9(@) = F(@—-3)+3
@)= —1lo+ 141"
g(x)=—lo+ 32

(22)?
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[ Funktionsgraph |[ Wertetable |[ Tangentengleichung ]

4.2.9 Newtonsches Iterationsverfahren

Nullstelle einer Funktion mit dem Newtonsches Iterations-

verfahren berechnen.
f (xn

Tt = f'(an)
Startwert zo wahlen
o= 2o — (o)
(o)
oy — 11 f(z1)
f'(x1)
[ Newtonver fahren |

Funktion
f(x) = 2* — 4,000
f (z) = 2,000z

_ f(@n)
Tn+1 = Tn — f/(xn)

Startwert: xo = 1,000
£(1,000) = —3,000
f'(1,000) = 2,000

/(1,000)
=1 = LAl
T1 ,000 f'?()lbggo)
=1 —
71 = 1,000 2,000
z1 = 2,500

£(2,500) = 2,250
£'(2,500) = 5,000

£(2,500)
—2,500 — L\
ST s
—9 _ 5
22 = 2,500 = 5550
22 = 2,050

£(2,050) = 0,203
£/(2,050) = 4,100

£(2,050)
=2,050 — 220
e ['(2,050)
s = 2,050 — 2203
BT 4,100
r3 = 2,001
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Analysis Integralrechnung
4.3 Integralrechnung
4.3.1 Definition
fi(z) =0,252% + 1,52 fo(z) = x® — 4
4 + 4 4+
3T 31
2 T+ 9 4
Al >0
LT /4,50 T
| | | n | | | |
T 1 T 1 T T T U T
-3 - A <0 1 2 3 -3 2 -1 () 3
/14 “14\ 4, <0
9 1 _9 4
34 34
Hauptsatz der Integralrechnung
F(z) = f(z) Fi(z) =
Die Ableitung von F(z) ist f(z) Fi(z) =
) ) Fy(z) ist Stammfunktlon von f(z) =2z
F(z) ist Stammfunktion von f(z) Fo(z) =2 +3
Die Menge aller Stammfunktionen erhalt man durch das Fi(x) =2z
Addieren einer Konstanten c. i) feis Boemnniialdien von filw) = 2
X . Die Menge aller Stammfunktionen von f(z) = 2z
f(z) =az™ F(z) = ma‘TM— tc F(z)=2*+c¢
Unbestimmtes Integral
(2) = [/ (x) dx= F(z)+c @) =62 o
Die Stammfunktion zu einer Funktion f(x) ist das unbe- ll:: Exg = g %T+ dx=6-32""" +c
X)) = 4T (&
stimmte Integral. F(z)= [(-32*+22+5) dx= -3z +2® + 5z + ¢
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Bestimmtes Integral

° Flachenbllanz Funktion
_ b _ fi (x):ixQ—l—l%m
/ f dX ( >] o F(b) F(a) Stammfunktion
A ist der Flacheninhalt unter einer Kurve der Funktion f(x) F(z) = &52° + 327
im Integrationsbereich von a bis b. Hlache })mtelrhalb dir #-Achse = A1 < (;
Flache oberhalb der x-Achse = A > 0 A= /2 (1552 + 1293) dx = [*x + 4952}
Fliche unterhalb der x-Achse = A < 0 =(5-0°+2.0°) - (&5-(-2)°%+2 )?)
Flachen unterhalb und oberhalb der x-Achse = Summe der =(0) - (2%) = _2%
Teilflichen Fliche oberhalb der x-Achse = A > 0
e Fliche zwischen dem Graphen und der x-Achse A / 2 Lo 1 1m dp— | L3 L3 3 ]2
n= - — | =
- Nullstellen berechnen 4 12 1” 0
= (5 22+3-2%)— (5 -0°+2-0%)
- Flachen zwischen den Nullstellen berechnen _ (3% (0)4_ 57 12 o
3 3
- Betrége der Flachen addieren Fliache unterhalb und oberhalb der x-Achse :> Summe der Teilflichen
Ad—/ (iszrl;m)dx: [—x + m}
2
= (5P 439 - (2 + 3 (2))

= (33) (21) 13 2 _ 1
Az = A1+A2=(— 3 +32=13
fo () = 2® f4x—x(x+2)(xf2)
eNullstellen: z1 = -2 22 =0 z3=2
A1—f2($ —4x)dm—[f -2 ]2
=(3-0"-2.0%) = (- (-2)* -2 (-2)?)

= (0) — (~4) =4 2

A2:fo (a: —4ai)dx: [im — 2 ]
=(7-2'-2-2%) - (;-0"—2-0%

~ - =

eFliache zwischen dem Graphen und der x-Achse:
A=A+ |A2| = 4]+ ]| —4| =38

Integralfunktion

F(z) = /”” f(@)dt =[F (b)) = F(z) — F(k) E’fg) - f , (262 +4t) dt = [26° +2¢%)7

) — (5 (-2 +2-(-2%)

k
Jede Integralfunktion hat mindestens eine Nullstelle. = 27° —l— x® —22
F(k)=0 F(-2)=
[ Stamm funktion || Integral |
4.3.2 Integration der Grundfunktionen
Polynomfunktion
= [a" dX—n—_H~z"+1—|—c F(z)=[4dx=4z+¢
_f(_1.2 _
Z?um Exponenten 1 addieren, durch den Exponenten divi- ? zgg - { (% . f 21_12f ;— 5) C}>J<r1—+ .
dieren. Fy(z) = —12° + 2 + Bz + c
F(z)= [z dx=1z*+c

= [az" dX—anJrl 2"t e
Konstanter Faktor a bleibt erhalten.
=[adx=axr+c
/f +g(x dxf/f(x) dXJr/g(:z:)dx

Bei Summen wird jeder Summand einzeln integriert.
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Exponentialfunktion Basis e

F(z)=[e"dx=¢€"+¢
F(z) = [ae” dx = ae” + ¢
F(z)= [ae” +bdx=ae® +bx+c

Logarithmusfunktion Basis e

F(z)= [lnzdx=zlnz—z+c
F(z)=[alnz dx=a(zlnz —x)+¢
F(z)= [alnz+bdx==a(zlnz —z)+ bz +c

Rationale Funktion mit linearer Funktion im Nenner

F(z)=[Ldx=Inlz|+c
F(z) = [ 74 dx = LInjaz 4+ b| + ¢

Trigonometrische Funktionen

F(z)= [sinz dx = —cosz + ¢
F(z) = [cosz dx =sinz + ¢

[ Stamm funktion |

4.3.3 Integrationsregeln

Integration von Summen und Differenzen

/ f(@)dx + / g(z)dx — / (@) + gla)dx

Integration mit konstantem Faktor

/c  fz)dx = c/f(x)dx

Integration mit vertauschten Grenzen

/abf(x)dx:—/baf(m)dx

Integrationsgrenzen zusammenfassen

/abf(a:) dx + /bcf(a:)dx _ /:f(z) dx

Ableitung des Nenners im Zihler

f/(x) = 1n x Cc
J55 ax=mis@)+

Fz)=[-3"+2dx=—-3e"+2x+c

F(z)=[Thz+2dx==7(@hz—z)+2z+c

F (z) fﬁdlen|m+l|+c

F(a:):fﬁ dx:%ln|21:+3|—|—c

[2% dx=In[2®| +c

205 gy =1In| - 42 + 5z — 2+ ¢
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Innere Funktion ist der abgeleitete Faktor

J2z(a® —3)* dx = £ (2® —3)° + ¢
f2xezz_3 dx=e” 3 4 ¢

J2zsin(z® — 3) dx = —cos(z® — 3) + ¢
[(32* — 61’)613_322 dx = e” 737" 4 ¢

Innere Funktion ist eine lineare Funktion

1 (2z—6)*dx=1-12(22-6)°+c=Lt(2z-6)°+c
/f(a:z: +b) dx = aF(:B) +c §62z76 dx — %627:5762-'-0 10
J cos(—2z — 6) dx = —3 sin(—2z — 6) + ¢
[ s dx=¢tIn|52+ 3| +¢

4.3.4 Graph der Stammfunktion

Funktion f; () = f52° — 1.5, Funktion f; (r) = f 43
T o1
o 4*
1 1 ]L(éL) >0
f(2) >0 2 i
:NSIx‘ o % % % ﬁ%+VS %NST% %
T -6 —4 2 4 6
-2 ffx) <0 271 j(x) <0
Nl <o, |||
—6 4 -6 +
Stammfuhktion Fifz) = 3—12:E3§— 1,52 +¢ Stammfunktion Fbf(x) : ko:izf +c
et 51
HB 4 HT
sm;s bmf sms HT
.1 |
=6 —4 —2..0XP2. 4 .6 ] 6
-1
. HT 3 ." YI\P N 0523
. : . : . Fo_o(z) = 225 — 2
CFuo(e) = el s 156 e T
E{‘Lg&) :32:3%@3—11, z|3 F20(9€)=OT',5+'13 0

sms - streng monoton steigend; smf - streng monoton fallend; VZW - Vorzeichehwechsel; NST - Nullstelle ; HP - Hochpunkt (Maximum);
TP - Tiefpunkt (Minimum) ; HT - horizontale Tangente; TEP - Terrassenpunkt; VA - vertikale Asymptote; HA - horizontale Asym-
ptote; LK - Linkskrimmung; RK - Rechtskriimmung; WP - Wendepunkt; PS - Punktsymmetrie zum Ursprung; AS - Achsensymmetrie
zur y-Achse
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Zu jeder Funktion f(x) gibt es eine Menge von Stammfunk-

tionen F(x), die um ¢ in y-Richtung verschoben sind.
Funktion f(z) Stammfunktion F(x)

NST f(z) =0 Extremwert (HT)

VZW von + nach — HP
VZW von — nach + TP
NST ohne VZW TEP
Extremwert WP
f(z) > 0 (positiv) sms
f(z) <0 (negativ) smf
PS AS
AS PS

[ Funktionsgraph ][ Wertetable |

filz) = 22® 15
Fi(z)=[£2® —15dx= 52" — 15z +¢
Fio(z) = 552° — 1,52+ 2 Fi_s(z) = 552° — 1,52 — 2

Fi_3(x) = S%x?’ — 1,52 —3 Fio(x) = 3%9:3 — 1,5z
fi(z) | Fi(z)
NST . = —4 Extremwert: x = —4
VZW von + nach - x = —4 HP:x = —4
Extremwert: © =0 WP: 2 =0

flx) >0 z<—4 sms: ¢ < —4
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4.4 Kurvendiskussion
4.4.1 Ganzrationale Funktion

fa(z) = (1 -2)° fo(z) = (x +1)!
/4 x)=0,1x(x \61 1) fr(x) 0, 05(x~ ] B 16)
fs(z) = —0 03(x + 3)%(z — 6) fs(z) = 22 (a — 4)
4 4
| | raY | |
T T U 1 L) T
6 -6 +4 -2 2 /4 6 4 6
i 1
—4 —4 A 4
_ -6 4 6 4+
Formen der Polynomfunktion - ganzrationale Funktion
e Summendarstellung der Polynomfunktion Summen- in Produktdarstellung:
1,2 1
) = ant™ + an_12" N+ ap_ox” ...+ a1zl + a fi(x) = _1135 + 52 = —1;z(z — 4)
/(@) ! ? ! 0 @)=~ +3-a+2=~(@ +1) (= ~2)
oder falz) = 52° — 12z =0
f(x) = az™ + ba" ! + ca™ 2., (e’ —12) = 0= =0 V H2*-12=0
Die héchste Potenz (n) gibt den Grad der Polynomfunktion | %2 =4 73 =—4
Grad der Funktion = Anzahl der Nullstellen = 3
an. Faktorisierte Form:
e Produktdarstellung (faktorisierte Form) der Polynom- fa(z) =0,1z(z + 4)(z — 4)
funktion fr@) = Aot —2? 131 =0
Ist der Grad des Polynoms gleich der Anzahl der (reel- 0= 2 a2 = @
len)Nullstellen, kann man die Funktion in faktorisierter oy — lut 33 =0
Form schreiben. \/ 5 -
+1+ -1)"—4. 535
f(@) =a(z —z1)(xz — z2) (T — x3)... Uy = ( 2) %
Nullstellen: z1, o, x3... v = 16 g — 4 ' 20
Linearfaktoren: (x — z1), (x — x2)... z? =16
a=Koeffizient der héchsten Potenz 2= :i\/ﬁ A
Grad 1: Lineare Funktion ié _ e
fz)=azx+b T=2v4
Grad 2: Quadratische Funktion T3 =2 x4=-2
9 Faktorisierte Form:
flx)=az*+br+c f(r)=alr—z1)(x —x2) fr(@) = L@+ )@ — ) (z +2)(z - 2)
Grad 3: Kubische Funktion Produkt- in Summendarstellung;:
f(x) =az® +bx? +cx+d fa(z) = (2 =2)(z - 2)(@—2) = (¢~ 2)°
fa(z) = 3 — 622 — 122 — 8
f(@) = alz — z1)(z — z2)(z — 23) f5 (2) = 0, 1a(z + 4)(z — 4) =0, 12° — 122
Grad 4: Biquadratische Funktionen fo(z) = (z+ )4 =z ‘g 42® + 62° + 4€+ 1 s 16
4 3 9 f7(x) =0, 05(30 —4)(z* — 16) = 0,052 — z° + ¥
flz)=az* 4+ bz’ +cx®+de+e Folz) = 22(2% — 4) = o — 4z

f(@) = a(z —a1)(z — 22)(x — 23)(x — 74)
Grad 5:
f(x) = az® + ba* 4+ ca® + da? +ex + f

f(@) = a(z — z1) (7 — 22) (2 — 23) (2 — 24) (T — T5)
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Definitions- und Wertebereich

e Definitionsbereich D =R

e Wertebereich

- héchster Exponent ungerade:
W =R

- hochster Exponent gerade:

W = [absoluter Tiefpunkt;oo]
W =] — oo;absoluter Hochpunkt]

Symmetrie

Punktsymmetrie zum Ursprung:
f(=z)=—F(2)

f (z) hat nur ungerade Exponenten
Achsensymmetrie zur y-Achse:
f(=z) = f(z)

f (z) hat nur gerade Exponenten

fi(z)=—112" + 52

absoluter Hochpunkt: (2/5) hochster Exponent: 2 (gerade Zahl)

D=R W =] — o0, 5]
fo(z)=—a234+3-x+2

hochster Exponent: 3 (ungerade Zahl)

D=R W=R

f5(z)=0,12°—122 D=R W=R
fr(z) =0,052" — 2% + L&

absoluter Tiefpunkt aus der Kurvendiskussion:
D=R W=][-1%,00]

fi(—o) = =13 - (—2)? +5- (~a)
keine Symmetrie zur y-Achse und zum Ursprung
fa(—z)=—-1-1(-x)*+3-(—z) +2
keine Symmetrie zur y-Achse und zum Ursprung
fa(z) =0,12% — 132
fi(—2) = 0,1(~2)* — 12 - ()
fa(=z)=-(0,1-2°—12 - z)

( = —f () = Symmetrie zum Ursprung
fr(z) = 0,05z — 2% + 18
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Schnittpunkte mit der x-Achse - Nullstellen

e Funktionsterm gleich Null setzen und die Gleichung lsen.

( siehe Algebra-Gleichungen)

f@)=0 az"+bx" 1+ca"2..=0

e hochster Exponent ungerade

1 < Anzahl der Nullstellen < Grad des Polynoms
e hochster Exponent gerade

0 < Anzahl der Nullstellen < Grad des Polynoms

Faktorisierte Polynomfunktion

e Nullstellen aus faktorisierten Polynom ablesen.
a(z —z1)(z — z2)(x — 23)... =0

Nullstellen: x1, 2, x3...

Nullstellen aus faktorisierten Polynom ablesen.
fa(x) = (x —2)®> 2123 =2 3-fache Nullstelle
fs(z) = —0,03(z + 3)*(z — 6)

z1 = —3 2-fache Nullstelle

23 = 6 1-fache Nullstelle

Funktionsterm gleich Null setzen.

fi(z) =—132° + 52 =0
t(-13x+5)=0=2z=0 VvV -1ix+5=0
—1iz+5=0 VvV z=4

r1 = O o = 4
Faktorisierte Form: fi(x) = —13z(z —4)

fo(z)=—2®+32+2=0

Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten:z; = —1
(—=3 43z 42 :i(z+1) = -2 +a+2
(= =7
x> +3x 42
o 5
2x +2
—(2z +2)
0
—224+2x+2=0
—14+4/12—-4-(-1)-2

\Y :E2:—1 2133:2

e 2-(-1)
Faktorisierte Form: fo(z) = —(z+1)%(z —2)
fa(w) = 352° =123z =0

(2’ —12)=0=>21=0 V
To = 4 xr3 = —4

Grad der Funktion = Anzahl der Nullstellen = 3
Faktorisierte Form: f5(z) =0,1z(z + 4)(z — 4)
fr(@) = 552 —2® +3L =0

U=z u? = z?

%u271u+3%20

1,2 3 _

Uy/2 = 9. L
20
ur = 16 us =4 VvV
22=16 z=4+v16 z1=4 ao=—4
2 =4 x::I:\/Z r3 =2 Ty = —2

Faktorisierte Form: fr(z) = %(m +4)(z —4)(z+2)(z — 2)
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Graph oberhalb/unterhalb der x-Achse

Bei ganzrationalen Funktionen kann sich das Vorzeichen nur
an den Nullstellen &ndern. Einen beliebigen Wert kleiner
bzw. grofler als die Nullstelle wihlen und das Vorzeichen des
Funktionswerts in die Tabelle eintragen.

Vorzeichentabelle mit f(x)

x < xr1 <z
f(=@) + 0 -
Graph | oberhalb 0 unterhalb

+ f(x)>0 Graph oberhalb der x-Achse
- f(x)<0 Graph unterhalb der x-Achse

Grenzwert - Verhalten im Unendlichen

anx” + ap_12™ " 4+ ap_ox™ 2. + a1zt + ao

f(@)
mll)n;o flx) = %00 xll;rzloof(az) = +00

Das Vorzeichen des Glieds mit der hochsten Potenz und
der Grad des Polynoms bestimmen das Vorzeichen des
Grenzwerts.

Grenzwert gegen plus Unendlich
Grad
+ gerade

Grenzwert

lim a, -oo™ = oo
xTr—r oo

lim a, -o0™ = oo
xTr—r o0

lim a, -oco™ =
&Tr—r o0

—+ ungerade
- gerade —00

lim a, - oo™ = —oco
€T —> 00

- ungerade

Grenzwert gegen minus Unendlich

an Grad Grenzwert

+ gerade lim a, - (—00)"™ = oo
xr—— 00

+ ungerade lim a, - (—00)" = —c0
xr—r—00

- gerade lim a, - (—00)" = —c0
z— —oo

- ungerade lim a, - (—00)" = co
T — — 0o

fi(z) = —1%2® + 52

< |0 <z< |4| <z
flxy| — |0 + 0| —
x €]0;4[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —00;0] U ]4;00[ f(z) <0 wunterhalb der x-Achse
fo(z) = —24+3-24+2
z< |-l | <z<|2]|<xz
F@ | + |0 + |0 —
zx €] —o0;—1] U ]—1;2[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse

x €]2;00[ f(x) <0 unterhalb der x-Achse
Faktorisierte Form:
f5 (@) = 0, La(a + 4)(x — 4)

Nullstellen:z1 = 0 ro =4 r3 = —4
—5<—4 f5(=5) = —4,5
< | 4| <z<|0|<z<|4| <=z
flx) | — 0 + 0 — 0| +
z €] —4;00 U J4;00[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse

]
x €] —oo;—4] U ]0;4[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse

fi(z) = —112® + 5z

Glied mit der hochsten Potenz: — 1%m2

I () = [l 6o = —e2

folx)=—a2®+3.-2+2
Glied mit der héchsten Potenz: — z°

lim f(2) = [-1-00°] = —o0
“lim_f (@) = [-1- (~00)*] = oo
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Ableitung

f(x) = apa™ + an_12" L.+ a2® + a1zt + ap fi(z) = —112® + 5z = —11a(z —4)
Die Ableitungen bildet man durch: Exponent vorziehen und f i,(x) :__22%196 i

vom Exponenten 1 abziehen. }N((mx))_:— 2
Die erste Ableitung f’ (z) gibt die Steigung der Funktion

an der Stelle x an Jf2 (953 -2 +3z+2=—(z+1)*(z —2)
' 13

() = =322 4+ 3= —3(z+1)(z — 1)
Die zweite Ableitung f” (z) gibt die Kriimmung der Funk- f3 (z) = —62 = —6a

tion an der Stelle = an. f3" (x) = -6
fl@)=apn-a2"t+a,1-(n—1)-2" 2. . +ay-2-2°" 1 +a;
f(x) =azx™ ' (x) = naz" !

Grad 1: Lineare Funktion

f@)=az+b fl@)=a

Grad 2: Quadratische Funktion

f(x)=az?+brx+c f(r)=2ax+b

Grad 3: Kubische Funktion

f(x)=az® +ba? +cx+d f'(x)=3az?+2bx +c

Grad 4: Biquadratische Funktionen

f(x) = az* + bad + cx® +dr + e

f'(z) = 4ax® + 3bx® + 2cx + d

Extremwerte und die 2. Ableitung

In den Extremwerten hat f(x) eine horizontale Tangente

o Dlat5-0 /-5
e f/(x) = 0 (Notwendige Bedingung) —2le——5 /:(=21)

2

Die Nullstellen der 1. Ableitung bestimmen (zg, 1..). - =
In diesen Nullstellen (zg,z;..) kann die Funktion einen ze9
Hochpunkt, Tiefpunkt oder Terrassenpunkt (Sattelpunkt) f1(2) < 0 = Hochpunkt: (2/5)
besitzen.
fi(z) =322 +3=0

Einsetzen der Nullstellen xg,z1.. in die 2. Ableitung (Hin- 322 43—0 /-3

reichende Bedingung) —372 = _3 /:(=3)
o " (xz0) > 0(LK) = Tiefpunkt (Minimum) bei z 22 = :72

o [ (x9) < 0(RK) = Hochpunkt (Maximum) bei xg r =41

o " (xzg) =0A f" (x0) # 0 = Terrassenpunkt r1=1 w2=-1

f3(=1) = 6 > 0 = Tiefpunkt: (—1/0)
5 (1) =—6
f#(1) < 0 = Hochpunkt: (1/4)
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Extremwerte und das Monotonieverhalten

Extremwerte sind Hochpunkte (Maxima) bzw. Tiefpunkte
(Minima) der Funktion. In den Extremwerten hat f(x) eine
horizontale Tangente (HT).

e f’(z) = 0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 1. Ableitung bestimmen (zg, z1..).

In diesen Nullstellen (zg,z;..) kann die Funktion einen
Hochpunkt, Tiefpunkt oder Terrassenpunkt (Sattelpunkt)
besitzen.

Zur Unterscheidung werden die Nullstellen in die Vorzei-
chentabelle eintragen. Einen Wert kleiner bzw. grofler als
die Nullstelle wihlen und das Vorzeichen von f'(x) in die
Tabelle eintragen. (Hinreichende Bedingung)

e Hochpunkt (HP)

Monotonoieverhalten &ndert sich von streng monoton
steigend (sms) nach streng monoton fallend (smf).
Vorzeichenwechsel (VZW) der 1. Ableitung f’(z) von Plus

nach Minus.

< |z <z
f'(=) + 0 -
Graph | sms | HP | smf

e Tiefpunkt (TP)

Monotonoieverhalten &ndert sich von streng monoton

fallend (smf) nach streng monoton steigend (sms).
Vorzeichenwechsel (VZW) der 1. Ableitung f/(z) von Minus

nach Plus.
xz < T <z
f'@) | - 0 +
Graph | smf | TP | sms

e Terrassenpunkt (TEP)

Monotonoieverhalten &ndert sich nicht. Kein Vorzeichen-

wechsel (VZW) der 1. Ableitung.

x < 1 <z x < 1 <z
@ [+ o T+ [ Ff@ [ -1 0o |-
Graph | sms | TEP | sms Graph | smf | TEP | smf

Die Rénder des Definitionsbereichs (Definitionsliicken)

miissen in die Tabelle mit eingetragen werden.

fi(z)=—2Lz+5

r< |2| <z

ff@| + 0] -

streng monoton steigend

x €] —o00;2[ f(z)>0
streng monoton fallend

x €]2;00[ f(x) <0
fo(x) = =322 +3

r<|-1l|<zx<|1l|<=x

F@ - (0] + [0] -

streng monoton steigend

z€]l—11 f'(zr)>0
streng monoton fallend

Wendepunkte und 3. Ableitung

Im Wendepunkt und im Flachpunkt ist das Krimmungs-
verhalten gleich Null.

o f"(x) =0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 2. Ableitung bestimmen (zg, 1..).
Einsetzen der Nullstellen zg,x;.. in die 3. Ableitung (Hin-
reichende Bedingung)

o " (x9) # 0 = Wendepunkt

z€]—o0;—1] U ]lyo0[ f'(z)<0

" (x)=0
kein Wendepunkt

f(x)=—-6z2=0=2=0
7(0) =2

7"(0) # 0 =
Wendepunkt: (0/2)
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Wendepunkte und das Kriimmungsverhalten

Im Wendepunkt und im Flachpunkt ist das Kriimmungsver-
halten gleich Null.

o f"(x) =0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 2. Ableitung bestimmen (xg,x;..). Zur
Unterscheidung zwischen Wendepunkt und Flachpunkt wer-
den die Nullstellen in die Vorzeichentabelle eintragen. (Hin-
reichende Bedingung)

Einen Wert kleiner bzw. grofler als die Nullstelle wéihlen und
das Vorzeichen von f”(z) in die Tabelle eintragen.

e Wendepunkt (WP)

Das Kriimmungsverhalten dndert sich von rechtsgekriimmt
(RK) nach linksgekrimmt (LK) oder von linksgekriimmt
nach rechtsgekriimmt.

Vorzeichenwechsel (VZW) der 2. Ableitung f”(z) von Plus

nach Minus oder von Minus nach Plus.

T < 1 <x T < 1 < x
f'@) |+ 0 - || M@ | - 0 +
Graph | LK | WP | RK Graph | RK | WP | LK

e Flachpunkt (FP)

Kriimmungsverhalten dndert sich nicht

Kein Vorzeichenwechsel (VZW) der 2. Ableitung

x < x1 <x r < 1 <z
'@ | + o | + [ fff=» | - ]0] -
Graph | LK | FP | LK || Graph | RK | FP | RK

Die Rénder des Definitionsbereichs (Definitionsliicken) miis-

sen in die Tabelle mit eingetragen werden.

5 () = —6x

x <

<z

f"(z)

—+

x €]

—00;0

0
0| —
f

"(z) >0

linksgekriimmt

x €]0; 00|

[
f

"(x) <0

rechtsgekriimmt

Stammfunktion von f(x)

Stammfunktionen bildet man durch: zum Exponent 1 addie-
ren, durch den Exponenten dividieren.

f(x)=ax"  F(z)= n}Ham"+1 +c

Unbestimmtes Integral: F(z) = [ f (z)dz = F(z) + ¢

Bestimmtes Integral

a- | ? @) de = [F @) = Flas) - F(a)

[ Funktionsgraph ][ Wertetable ][ hier klicken ]

4.4.2 Gebrochenrationale Funktion

J(
=/ (=

(0) =133

—x3+3m+2)da: [
+11.22+2.2) — (-
-3) =63

1.
%
1
1

L e
= (=35 4° +25 - 4%) = (=55 - 0° 25 - 0}

= (13%27

(—112® +52)dr = —Sa® + 212> + ¢
a:3+3x+2)da:——fa; +11x2+2x+c

—l—llac2 +2x}

.7)+11

’(*1)2+2~(*1))
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2
N 2242z41
fo() =520 1

Formen der gebrochenrationalen Funktion

Summendarstellung der gebrochenrationale Funktion:
Z(x)
_apa" + 12" L 4 oz 2. 4 asz® + a1zt + ag
- bmem + bnl_lIm*l + bm_2$m72... + bQJCZ + bl.Tl + bo
Zéhlerpolynom vom Grad n:
Z(x) = ana™ + an_12" "t + ap_ox™ 2. + agz? + arz! + ag
Nennerpolynom vom Grad m:
N(2) = bpp@™ 4+ b1 2™ L by 0™ 2.+ box® + bl + b

Produktdarstellung (faktorisierte Form) der gebrochenra-
tionale Funktion;
o) = (x —2z1)(x — 22) (2 — 23)...

(x —n1)(z — n2)(xz — ng)...

21, %22, 2z3... Nullstellen des Zahlers

n1, N9, n3... Nullstellen des Nenners

Definitions- und Wertebereich

Definitionsbereich:

Nullstellen des Nennerpolynoms ausschlieflen.
N(xz)=0

ny,no, ns... Nullstellen des Nenners (Definitionsliicken)
D =R\ {ng,n1,no..}

(siehe Algebra - Gleichungen)

Wertebereich:

Bestimmung nur nach Kurvendiskussion moglich.

Nennerpolynom:

Symmetrie

Punktsymmetrie zum Ursprung:

f(=2)=—f ()

Achsensymmetrie zur y-Achse:

f=z) = f(x)

22+ 2z +1
fa (@) === —

Zahlerpolynom:Z(z) = 22+ 2+ 1
Nennerpolynom:N (z) = 2* — 4
Faktorisierte Form:

_ _ (=+1)?
@) = w6

Zéhlergrad:2
Nennergrad:2

fal0) = Z=7

Funktion nach der Polynomdivision:
fa@)=z+15+

3
_121
z—13

1

fi (m)—m
D=R\{-2}

2?42z +1
f2(2) = —5—1—
Nenner Null setzen
22—4=0
?—4=0 /+4
x:i\/i
1’1:2 932:—2
D =R\ {-2;2}
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Schnittpunkte mit der x-Achse - Nullstellen

Zahlerpolynom gleich Null setzen.
Z(x)=0

21, 22, z3... Nullstellen des Zahlers

Zahlerpolynom:

(siehe Algebra - Gleichungen)

Verhalten im Unendlichen - Grenzwert - Asymptoten

e Zihlergrad>Nennergrad
lim f(x)=+c0

xT—r0o0
Das Vorzeichen der Glieder mit der hochsten Potenzen

lim f(z)=+o00
T—r—00

und der Grad der hochsten Exponenten, bestimmen das
Vorzeichen des Grenzwerts.

Grenzwert gegen plus Unendlich

an  (00)"

lim b ooy = +00

Tr—r00

Grenzwert gegen minus Unendlich

a,  (—o0)"

lim b ESOR =+00

T—r—00

e Zahlergrad=Nennergrad+1
lim f(z)=+o00
Tr—Fo0
Polynomdivision - schiefe Asymptote

e Zihlergrad=Nennergrad
Qnp

lim f(x)=—

r—too bm

a
horizontale Asymptote: y = b—"
m

o Zahlergrad<Nennergrad
lim f(x)=0

r—+o0

horizontale Asymptote: y = 0

o2+ 241
(@)= =g —

Zahlerpolynom gleich Null setzen:
2’ 4+224+1=0

—24++v22-4-1-1
Ti/2 = 2.1
2440
np= Ty
xr1 = —1 To = —1
x1 = —1; 2-fache Nullstelle

Zéhlergrad < Nennergrad
=0

lim
z—+oo T + 2
Horizontale Asymptote: y = 0
Zahlergrad = Nennergrad

. lz? 42241
xkrﬁr:loo 1$2 —4 D !
Horizontale Asymptote: y = 1

Zéhlergrad = Nennergrad+1

2
z° —4
fa (@)= ——=
lim 2.2 — o
Z—00 1 (c0)? R
IR e
oder
21— )
lim xl =00
T —00 1=
z(l — —=2)
Ty
?(1- =)
lim xl = —00
T——00 1 15)
x( .
Polynomdivision :
(z? -4 ):(z-13)=z+13
—(z® —1iz)
1z —4
1 1
_11Za
fs(@)=z+15+ P

Schiefe Asymptote: y = = + 1%
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Verhalten an den Definitionsliicken - Grenzwert - Asymptoten

D=R \ {xo,.’El..}

Zo,x1.. sind Definitionsliicken von f(x)

lim f(z) =00=
T—rTo

Vertikale Asymptote: x = zg

Ableitung

Die Ableitungen bildet man durch die Quotientenregel:
Z'(x) - N(z) — Z(x) - N'(x
Fla) = (z) (]37 2() (z)
(N(z))
Die erste Ableitung f’ (z) gibt die Steigung der Funktion

an der Stelle x an.

Die zweite Ableitung f” (z) gibt die Kriimmung der Funk-

tion an der Stelle x an.

Extremwerte und die 2. Ableitung

In den Extremwerten hat f(x) eine horizontale Tangente
(HT).

e f/(z) =0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 1. Ableitung bestimmen (zg, 1..).

In diesen Nullstellen (zg,z;..) kann die Funktion einen
Hochpunkt, Tiefpunkt oder Terrassenpunkt (Sattelpunkt)
besitzen.

Einsetzen der Nullstellen zg,x;.. in die 2. Ableitung (Hin-
reichende Bedingung)

o " (z9) > O(LK) = Tiefpunkt (Minimum) bei

e [ (x9) < 0(RK) = Hochpunkt (Maximum) bei xg

o " (xg) =0A f" (x0) # 0 = Terrassenpunkt

li

=00
lim —— =

r——2" (1’ + 2)

Vertikale Asymptote (Polstelle): x = —2

(z+1)°

li —_— =
x—)lEHQ‘F (z+2)(z —2) *°

: (z + 1)

lim ———F——— =

A G-
Vertikale Asymptote (Polstelle): z = —2

i @D
a2t (. +2)(z —2)
(z+1)?

lim — )
o @+ D@ —2) 2
Vertikale Asymptote (Polstelle): z = 2

0-(z+2)—1-1
fi (xo) 1: %
= @12
B ( 4_-%)
= —
_ efp
T (z+2)2 )

_ 0 (z*+4z+4)—(—1)-(2z+4)

f” ((i)(_; y (z2+4z+4)2
= (z2+4x+4)2
_ 2x+4
T (z2+4x+4)?
_ 2z+4
T (z2+4z+4)2
_2Az+2)
(24
_ 2
~ (z+2)3

2
fo (z) = =422
i (z) = (2z+2)-(12(742)7()122+2z+1)-2z

—4

_ (2x3+2$2—8x—8)—(902x3+4x2+2x)
B 22210 8(1274)2
= T @2-42
£i(z) = —2z%2 — 10z — 8 .
2 Tzt — 822416

222 10z —8=0

110+ /(10 —4- (-2) - (-8)
e 2-(-2)
+10+ V36

—4
10£6

T1/2 =

T1/2 = 1
_10+6
4 —4

1= —4 To = —1

"(—4) = 6 > 0 = Tiefpunkt: (—4/32)
1)=-6

—1) < 0 = Hochpunkt: (—1/0)
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Extremwerte und das Monotonieverhalten

Extremwerte sind Hochpunkte (Maxima) bzw. Tiefpunkte
(Minima) der Funktion. In den Extremwerten hat f(x) eine
horizontale Tangente (HT).

e f’(z) = 0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 1. Ableitung bestimmen (zg, z1..).

In diesen Nullstellen (zg,z;..) kann die Funktion einen
Hochpunkt, Tiefpunkt oder Terrassenpunkt (Sattelpunkt)
besitzen.

Zur Unterscheidung werden die Nullstellen in die Vorzei-
chentabelle eintragen. Einen Wert kleiner bzw. grofler als
die Nullstelle wihlen und das Vorzeichen von f'(x) in die
Tabelle eintragen. (Hinreichende Bedingung)

e Hochpunkt (HP)

Monotonoieverhalten &ndert sich von streng monoton
steigend (sms) nach streng monoton fallend (smf).
Vorzeichenwechsel (VZW) der 1. Ableitung f’(z) von Plus

nach Minus.

< |z <z
f'(=) + 0 -
Graph | sms | HP | smf

e Tiefpunkt (TP)

Monotonoieverhalten &ndert sich von streng monoton

fallend (smf) nach streng monoton steigend (sms).
Vorzeichenwechsel (VZW) der 1. Ableitung f/(z) von Minus

nach Plus.
xz < T <z
f'@) | - 0 +
Graph | smf | TP | sms

e Terrassenpunkt (TEP)

Monotonoieverhalten &ndert sich nicht. Kein Vorzeichen-

wechsel (VZW) der 1. Ableitung.

x < 1 <z x < 1 <z
@ [+ o T+ [ Ff@ [ -1 0o |-
Graph | sms | TEP | sms Graph | smf | TEP | smf

Die Rénder des Definitionsbereichs (Definitionsliicken)

miissen in die Tabelle mit eingetragen werden.

fi(@) = G
Zahler = 0
keine Losung

Nullstellen des Nenners aus f(x) tibernehmen
xo = —2; 1-fache Nullstelle

Wendepunkt und die 3. Ableitung

Im Wendepunkt und im Flachpunkt ist das Krimmungs-
verhalten gleich Null.

o f"(x) =0 (Notwendige Bedingung)

Die Nullstellen der 2. Ableitung bestimmen (zg, 1..).
Einsetzen der Nullstellen zg,x;.. in die 3. Ableitung (Hin-
reichende Bedingung)

o " (x9) # 0 = Wendepunkt
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Wendepunkte und das Kriimmungsverhalten

Im Wendepunkt und im Flachpunkt ist das Kriimmungsver- eKriimmung
halten gleich Null. £ (@) = ﬁ
o f"(x) =0 (Notwendige Bedingung) Zhler =0

Die Nullstellen der 2. Ableitung bestimmen (zq,z;..). Zur | keine Losung

Unterscheidung zwischen Wendepunkt und Flachpunkt wer- Nllselles dles Nemness s 76) Fhemeuass

den die Nullstellen in die Vorzeichentabelle eintragen. (Hin- x3 = —2; 1-fache Nullstelle
reichende Bedingung) Einen Wert kleiner bzw. grofler als die r<|-2| <=z
ff@) | — [ 0] +

Nullstelle wihlen und das Vorzeichen von f”(x) in die Ta-

belle eintragen. z €] —2;00 f’(x) >0 linksgekrimmt
e Wendepunkt (WP)

Das Kriimmungsverhalten dndert sich von rechtsgekriimmt

x €] —o0;—2[ f"(z) <0 rechtsgekriimmt

(RK) nach linksgekrimmt (LK) oder von linksgekriimmt

nach rechtsgekriimmt.

Vorzeichenwechsel (VZW) der 2. Ableitung f”(z) von Plus

nach Minus oder von Minus nach Plus.

< | 71 <z < | x1 <z
f'@) |+ 0 - || M@ | - 0 +
Graph | LK | WP | RK Graph | RK | WP | LK

e Flachpunkt (FP)

Kriimmungsverhalten dndert sich nicht.

Kein Vorzeichenwechsel (VZW) der 2. Ableitung
x < x1 <x r < 1 <z
'@ | + o | + [ fff=» | - ]0] -
Graph | LK | FP | LK || Graph | RK | FP | RK
Die Rénder des Definitionsbereichs (Definitionsliicken) miis-

sen in die Tabelle mit eingetragen werden.

[ Funktionsgraph ][ Wertetable |[ hier klicken ]

4.4.3 Exponentialfunktion (Basis e)
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Analysis Kurvendiskussion
Formen der Exponentialfunktion

Exponentialfunktion fo(z) =2- "1 =2

— o fa(z)=e""
T)=¢e

1) . : . fo(z) =—-2-e7"+3

Allgemeine Exponentialfunktion

flx) = aeb@=¢) 4 ¢

(siehe Funktionen - Exponentialfunktion)
Definitions- und Wertebereich

f(z) =e” fo(z) =2 "t =2 D=R W = [—2; 00]

D=R W =R" fa(g)=e™ D=R R*

=—-2-¢ %43 D=R W =] —00;3
J(&) = acte=9) 4 d ) S e 2]
D=R

a>0 W = [d; 00|
a<0 W =] — o0; d]

Schnittpunkte mit der x-Achse - Nullstellen

flx)=¢e" €” > 0 = keine Nullstellen
F(2) = ae®a=e) 4 g
ae?@=) +d =0 /—d

ae’@=9) = g /:a
—d

eb(;c) = /1n

— >0

fo(z) =2t -2
2.etD _2-0
2.eEtD _9=0 /42
2. =42 /:2
et =1 /1n
z+1=1In(1) /-1

B = =l

fa(z) = el 4]
ez®l41=0 /-1
|

ez =1

—1 < 0 = keine Nullstellen
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Grenzwert - Asymptoten

flz) =e"
lim e = 400
T—r00
lim e*=0 = horizontale Asymptote y=0
Tr—r— 00

flx) = aeb@=c) 4 ¢

lim aeb®=¢) 4 d

T—r00

Schrittweise Berechnung fiir b > 0 und a > 0:

lim aco+d =00

lim b(co —¢) =00 lim e® =0

T—00 T—00 T—00
lim b(—oco—¢)=—-0c0 lim e > =0
T——00 T——00
lima-04+d=d = HA:y=d
T—00
a b Grenzwert — +o00 Asymptote
+ + lim ae?@®= 9 +d =0 keine
xTr—r oo
- + lim ae?®=9 1 d=— keine
xTr—r oo
+ - lim ae?@~9) £ d=4d y=d
xTr—roo
- - lim ae?@=9 £ d=4d y=d
xT—r o0
a b Grenzwert — —oo Asymptote
+ + lim ae’@= 9 £ d=4d y=d
T — — o0
+ lim ae?@= 9 L d=4d y=d
z— —oo
+ - lim aeb®@—©) +d= o0 keine
Tr—r— 00
- - lim ae’@~9) 1 d=— keine
€T —r — o0
Ableitung
fl@)=e [flz)=e" ['(z)=¢"
Ableitung mit der Kettenregel
f (x) = b f/ (x) — peb® f// (x) = p2ebm

f(x)=ae?®=9 +d [ (x) =a- b0

f// (x) —q- b26b(mfc)

Monotonieverhalten

f@ =  fla)=e

e” > 0 = streng monoton steigend

f(x) = ae’@=9) 44

I (z) = a-bebl@=2)

eb(wfc) >0

a-b> 0= streng monoton steigend (sms)

a-b < 0= streng monoton fallend (smf)

a b Monotonieverhalten
+ + sms
- + smf
+ - smf
Ableitung
fl@)=e" [fl(z)=¢"
Ableitung mit Kettenregel
flay=c  f(x)=ac
flx)=ae@)+d  f(z)=a- b9

fo(z) =2 €Tt —2

lim 2-e*t1 —2
xr—r0o0

Iim co+1=o00 lim e* =
xr—r o0 &Tr—r0o0

lim 2-e*t! —2 =00
T —r 00

lim 2-¢*t!'—2 lim (mo0+1) = —0
r—r—00 Tr—r—00
lim 2-0—2=-2
€Tr—r 00

lim 2-e*t' —2=-2
T——00
fa(z)=e""
lim e ®* =0
xr—r0o0

lim e *
xr—r —00
fs(x)=—2-e7"+3
lim —2-e7*4+3=3
xTr—r 00

lim —2-e%4+3=+00
T——00

Tr—r0o0

HA:y=-2

HA:y=0

= 400

HA:y=3

fa(z) fa(z) =2t
fa(x)
fs(z
fa(z

1
5 (x) = ez

2.t 2
e " fi(z)=—e"

fs(z) =2-e7"
fs(x) = ze2®

)=—-2-e"4+3
) e%'zflJrl

z—1

fo(z) =2t > 0= sms
1(r)=—e < 0= smf

fo(z) =2 €Tt —2 fo(x) =2t
fa(@)=e" fi(z)=—€"
fs(z)=—2-e7"+3 filx)=2-¢e"

fi(z) =

lim 2-00—2=0o0

lim e =0
Tr—r—00

fi () =2 et
67(2

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.

https://fersch.de



Analysis

Kurvendiskussion

Kriimmungsverhalten

fla)=e" f'(z)=e"

e? > 0 = linksgekriimmt (LK)
f(z) = aeb@=<) 4+ 4

" (z) = a-b2eb==0)

ebr=e) >

a > 0 = linksgekriimmt (LK)
a < 0 = rechtsgekriimmt (RK)

Stammfunktion von f(x) - unbestimmtes Integral

f(z)=c¢" F(x)=e¢"+k
f (J?) — aeb(w—c) F(.’L‘) — %eb(x—c) Tk

[ Funktionsgraph ][ Wertetable |
4.4.4 Logarithmusfunktion (Basis e)

. 6
r=-3

[aY

Y(r)=2-¢"T' > 0= LK
fi(@)=e”*>0= LK

§(x)=-2-e"<0= RK
3 (z) = %e%'zfl >0= LK

fa(z) =2t -2 F(z)=2-e"T" — 2z +¢
fa(x)=¢e" Fy(z)=—e"+c
=-2-¢e%+3 Fs(z)=2-e*+3x+c

-6 —4 ’—2 ) 6
D9 :
—4 fa(x) =In(—x) + 2
f5§x) = 2ln(z—-2)+1
—6 - fo(z) = —0,5In(x + 3) — 2

Formen der Logarithmusfunktion

Logarithmusfunktion
fl@)=Ilnz

Allgemeine Logarithmusfunktion
f(@)=aln(b(x —¢)) +d

(siehe Funktionen - Logarithmusfunktion)

f1 (z) = In(x)

folz) = Inz) + 1

fa(z) =In(z +3)+3
fa(z) =In(—z) +2

fs(z) = —2In(x —2) + 1
fo(x) = —0,5In(z + 3) — 2
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Analysis Kurvendiskussion
Definitions- und Wertebereich
f(z) =Inz Ai(x)=In(z) D=R'
W =R fo(z) =In(z) + 1 D=R"*
D— R+ fcg((;i)): llr;((x ;)3—)’—; 3 D]D) E]fi 3; 00|
4 = — =
f(;y) :alnb(x—c)+d f5(1’):—21n($—2)—|—1 D:]Q;OO[
W =R fo(xz) = —0,5In(z + 3) — 2 D =] — 3; 00]
Definitionsbereich: bz — ¢ > 0
b>0 D =]e; o0]
b <0 D =] — o0; ¢
Schnittpunkte mit der x-Achse - Nullstellen
f(z) =In(z) f3(x) =In(z +3) +3
In(z) =0 /e In(zx+3)+3=0
0 In(z+3)+3=0 /-3
r=e In(z+3)=-3 /e
o= r+3=e? /—3
- . r=e3—-3
f(z) =aln(b(z —c)) +d v— 205
aln(b(z —c))+d=0 /—d fo(z) = —0,5In(z + 3) — 2
aln(b(z —¢)=—-d /:a —3-In(z+3)-2=0
— —2-In(z+3)-2=0 /+2
ln(b(aj—c))zT /e 1 In@@+3)=+2 /:-31
oy = (59 . In(zx+3)=-4 /e
e =¥ i e e ol
_c- r=e¢*-3
TE gt z = —2,98
Grenzwert - Asymptoten
f(z) =1In(z) fs(x) =—2In(z—2)+1 D =]2; 00]
lim In(z) = —c0 = vertikale Asymptote: z = 0 Jim —2In(z -2) +1
z—0F limco—2=0c0 limlnoo=0c0 lim —2-0c0+1=—c0
lim 1n(x) = 0 xl—wo | ( ) T—00 — 00
T—00 im —2In(z —2)4+1=—00
— aln(b(z — d s
J(2) = aln(be —c)) + lim —2In(z —2)+1
Schrittweise Berechnung fiir b > 0 und a > 0: o2+
) ; ] lim (2t —2)=0" lim In0" = —c0
lim b(oo —¢) =00 lim lnoco =00 lim aco+d =0 z—2+ a2+
oo o T L moe lim —2-(—o00) —2 =00
lim b(ct —¢)=0 lim In0" = —c0 z—2+
z—ct z—0F lim —2In(z —2)+1=o00 VA:xz=2
lim a-(—00)+d=—00 =VA:z=c c—2t B
e fa(z) =In(—z) +2 D=R
a b . Grenzwert — oo AsynTptote IBEHOO ln(—x) +2=0
|t Lm alnb(z —c) +d= oo keine lim In(—z)+2=—-00 VA:z=0
- + 1520 alnb(z —c¢)+d=—o0 keine z—0—
+ - Hrzl alnb(z —c) +d= o0 keine
- - Llrzl alnb(z —c)+d= —o0 keine
a b Grenzwert — ¢ Asymptote
+ + lim alnb(z —c)+d=—oc0 T =c
- + B li;n alnb(z —c) +d =00 T =c
+ - iimLalnb(at—c)—&-d:—oo xr=c
- - LliLmialnb(at—c)—&-d:oo T =c
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Ableitung
f(x)=In(z) f'(z)= é = g1 fo(z) = In(z) + 1 1 £5(x) = % RS
fr@) = 2= { (@) =—at=—
Ketten- und Quoti%ntenregel : fa(x)=In(z+3)+3  fi(z)= %4_3 = (z+3)?
, b 1 . ~ 1
fey=tbe fll&)=g =3 R@=-t4 =655
fra)=—27%=— fo@) =in(-2)+2  fi@) == =27
" _ —2 -1
f(2) =aln(b(z — &) +d f/(x):b“‘b {@=-2?=— 2
0 (x—c¢) fs(x) = —2In(z —2) + 1 fi(z) = ﬁ =—2(z —2)"1
fl/ (x) — 2
(b(z — ) f @) =22 = =5
Monotonieverhalten
f(z) =In(z) f/(x):%:aFl fé(x):;1>0:> sms
% = streng monoton steigend D=R* 5(x) = f+§ > 0= sms
. g N £
f(x) :aln(b(x—c))—i—d f/ (x) _ b(z _bc) fs () @—2) < 0= sm
b(x —¢) >0
a b Monotonieverhalten
+ | + sms
- + smf
+ - smf
Kriimmungsverhalten
J@ =) @)= = A== 5 <0 R
;—21 < 0 = rechtsgekriimmt (RK) §(@)=—(z+3)7" = @432 ° 0= RK
a2 N ol =2 — 2
f@)=al(bz—c)+d f(z)= (b(x“_l;))Q @) =207 = =55 >0 LK
(b(z—¢))?>>0
a > 0 = rechtsgekriimmt (RK)
a < 0 = linkssgekriimmt (LK)

Stammfunktion von f(x) - unbestimmtes Integral

| f (@) =In(2)

F(z)=xln(z)—x+c¢

[ Funktionsgraph |[ Wertetable |
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Analysis

Aufstellen von Funktionsgleichungen

4.5 Aufstellen von Funktionsgleichungen

4.5.1 Ganzrationale Funktion
—, 7522 — 2,25z + 2,75

P(-1/4)

flx) =0, 25:1:36

-6 —4

4 4

-6 4+
Eine ganzrationale Funktion vom Grad n ist durch
n+1 Bedingungen eindeutig festgelegt. f(x) =

Anx”™ + p12" L+ ap_oz™ 2.+ asx® + a1zt + ag

Um die n+1 Koeffizienten (an,an—1..,a9) berechnen zu
konnen, sind n+1 Gleichungen (n+1 Bedingungen) notig.
Funktion vom Grad 2

Um die 3 Koeffizienten (a,b,c) berechnen zu kénnen, sind 3
Gleichungen (3 Bedingungen) notig.

f(x) =az? +bx +c

f(x) =2azx+b

Funktion vom Grad 3

Um die 4 Koeffizienten (a,b,c,d) berechnen zu kénnen, sind 4
Gleichungen (4 Bedingungen) nétig. f(r) = az®+bx®+cx+d
f(z) = 3ax® + 2bx + ¢

f"(z) = 6ax + 2b

Funktion vom Grad 4

f(x) = az* + bad + cx® + dr + e

f(x) = dax® + 3bx? + 2cx + d

" (x) = 12a2? + 6bz + 2¢

Gesucht ist ein Polynom 3. Grades, das bei x = 1 ei-
nen Wendepunkt hat, im Punkt P(-1/4) ein Extre-
mum besitzt und bei x = 1 die x-Achse schneidet.

Polynom 3. Grades

f@)=a-2+b-2>4+c z+d
f'(x)=3a-2>+2b-2+c

f’(x)=6a-z+2b

Um die 4 Koeffizienten (a,b,c,d) berechnen zu kénnen,
sind 4 Gleichungen nétig.

1. Bedingung: Wendepunkt bei z = 1

ff(1)y=o0 6a-1+2b=0

2. Bedingung: Punkt P(—1/4)

f(-1)=4 a (-1+b-(-1)’+c-(-1)+d=4
3. Bedingung: Extremwert an der Stelle g =1
ff(-1)=0 3a-(-1)2+2b-(-1)+c=0
4.Bedingung: Nullstelle an der Stelle g = 1
f()y=0 a-1P+b-1°+c-1+d=0

Lineares Gleichungssystem losen:

6a+2b=0

—a+b—c+d=4

3a—2b+c=0

a+b+c+d=0

2,
=71
c= —2%
d=23
Funktionsgleichung:

fz) =12 — 322 210423
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Bedingungen fiir die Funktion Gleichung
Punkt P(zo/y0) f(zo) = yo
Nullstelle an der Stelle z flxo) =0
Punkt auf der y-Achse yq £(0) = yo
Extremwert an der Stelle xg f'(zo) =0
Horizontale Tangente an der Stelle | f'(zg) =
zo
Beriihrpunkt der x-Achse an der f,(xo) :_
Stelle x¢ F'(wo) =0
Yo =mzo +1
Tangente: y = max + 1 in xg f(zo) = wo
f'(zo) =m
Yo =mxo +1¢
Normale: y = mx + t in xg f(zo) = yo
f'(xo) = —5
Wendepunkt an der Stelle xg () =0
Terrassenpunkt an der Stelle xg f(wo) =0
f"(z0) =0
Steigung m an der Stelle xq f'(xo) =m
. f(zo) = yo
Hoch-/Tiefpunkt(zq/yo) (o) = 0
f(xo) = wo
Terrassenpunkt(zo /yo) f(xo) =0
f"(20) =0
Wendepunkt(zo/yo) ;/(/fil) :y(())
Yo = mzo +1
Wendetangente: y = ma + ¢ in xg f(@o) =0
f'(wo) =m
f"(@0) =0
Steigung m im Punkt P(zq/yo) f(@o) =0
f'(xo) =m
Achsensymmetrie f(z) = f(—x) Glieder mit
ungeraden
Exponenten
entfallen
Punktsymmetrie f(z) = —f(—xz) Glieder mit
geraden
Exponenten
entfallen

[ Funktionsgraph |[ Wertetable |[ Terme aufstellen |
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