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Algebra

1 Algebra

1.1 Grundlagen
1.1.1 Mengen

Definition

Eine Menge (Grofibuchstaben) besteht aus unterscheidbaren

Elementen.

Mengen in aufzihlender Form

‘ A ={a;b;c}

Mengen in beschreibender Form

‘ M = {z|z hat die Eigenschaft E}

€ Element - ¢ nicht Element

M = {a;b;c}
beM
e ¢ M

C Teilmenge - ¢ nicht Teilmenge

A ={a;b;¢;d; e}
B = {b;c}
C={bic; f}

B C A Jedes Element von B ist auch Element von A.
C ¢ A Nicht jedes Element von C ist auch Element von A.

Gleichheit A =B

A ={a;b;c;d; e}
B = {a;b;¢;d; e}
A = B Jedes Element von A ist auch Element von B.

Jedes Element von B ist auch Element von A.

Leere Menge {}

a=(=0
Menge A enthilt keine Elemente.

AB,C
A ={1;2;3;4}
B = {—2;0,4; \/§}

M; = {z|z Menge aller Primzahlen}
M = {z|z alle natiirlichen Zahlen, die groBer als 2 sind}

A=1{1;2;3;4}
2€A

5¢ A
A={1;2;3;4}
{1;4} C A
{1;4;5} £ A

A ={-3;0;1;4;12}
B ={-3;0;1;4;12}
A=B
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Grundlagen

1.1.2 Mengenoperationen

Schnittmenge N

A ={cd;e}
B = {a;b;c;d}
ANB={¢d}

Alle Elemente die in A und zugleich in B enthalten sind.

Vereinigungsmenge U

A ={cd;e}

B = {a;b;¢;d}

AUB = {a;b;¢;d; e}

Alle Elemente die in A oder B enthalten sind.

Differenz -

A ={cd;e}
B = {a;b;¢;d}
A\BZ{e}

Alle Elemente die in A, aber nicht in B enthalten sind.

Produktmenge x

AxB={(z,y)|lr €Ay e B}

A ={cd;e}

B = {a;b}

A x B = {(c,a);(c,b); (d, a); (d,b); (e,a); (e, ) }
Die Menge aller geordneten Paare (x,y).
r€Aundyeb

1.1.3 Zahlenmengen
Natiirliche Zahlen

‘ N=1{1;2;3;4;...}

A={2;7,8;12;15}

B ={1,8;12;24}

ANB = {812}

{4;5;23} N {0;1;4;5;12} = {4;5}

A={2;7,8;12;15}

B ={1;8;12;24}

AUB ={1;2;7;8;12; 15; 24}

{4;5;23} U {0;1;4;5; 12} = {0; 1;4; 5; 12; 23}

A={2;7,8,12;15}

B ={1;8;12;24}
ANB={2;7;15}

{4;5;23} \ {0;1;4;5;12} = {23}

A={2;7;8}
B = {1;8}
AXxB= {(2a 1); (278); (77 1); (77 8); (85 1); (8a8)}

3eN —3¢N
0¢N 02=1¢N
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Grundlagen

Natiirliche Zahlen und Null

No ={0;1;2;3;4;...}
No =Nu {0}
N C Ny

Ganze Zahlen

Z=A.;-2-1,0;1;2;...}
NCNyCZ

Rationale Zahlen

Rationale Zahlen Q sind

e Bruchzahlen

e endliche Dezimalzahlen

e unendliche periodische Dezimalzahlen
Q= {§|pGZAqu}
NCNycCczZcCcQ

Irrationale Zahlen

Irrationale Zahlen I sind unendliche nicht periodische

Dezimalzahlen.

Reelle Zahlen

Reelle Zahlen R sind

e rationale Zahlen Q

e irrationale Zahlen I

R=QuUI

R = {jeder Punkt auf dem Zahlenstrahl}
NCNyCZcCcQCR

3 €Ny -3¢ Ny

0eNo 0,2=1¢N,

3€eZ -3¢Z

0€Z 0,2=1¢Z

-32eQ 3eQ -3€eQ V2¢Q 0€Q

Jede endliche Dezimalzahl lasst sich durch einen Bruch darstellen.
0,223=22cQ 0,2=:€Q

Jede unendliche periodische Dezimalzahl ldsst sich durch einen
Bruch darstellen.

073333...:(),3:% €eQ 0,535353..:0,@:% €eQ

Q% = positive rationale Zahlen

Qg = positive rationale Zahlen und Null

Q™ = negative rationale Zahlen

Qp, = negative rationale Zahlen und Null

Q\ {3,4} = rationale Zahlen ohne 3 und 4

Q\ [-3;5] = rationale Zahlen ohne 3 und 4 und ohne den Bereich
zwischen 3 und 4

Q\ ]—3; 5] = rationale Zahlen ohne den Bereich zwischen 3 und 4

Kreiszahl m = 3,1415926535.. € 1
FEulersche Zahl e = 2,7182818284.. € I

vV2el 3el Vi=2¢1 3¢1  —0,3¢l

Kreiszahl m = 3,1415926535.. € R
Fulersche Zahl e = 2,7182818284.. € R

-32eR V2eR V3eR
Vi=2€eR 3eR —-0,3€R
V—4¢R

RT = positive reelle Zahlen

R§ = positive reelle Zahlen und Null

R™ = negative reelle Zahlen

R, = negative reelle Zahlen und Null

R\ {3,4} = reelle Zahlen ohne 3 und 4

R\ [-3;5] = reelle Zahlen ohne 3 und 4 und ohne den Bereich
zwischen 3 und 4

R\ ]—3; 5[ = reelle Zahlen ohne den Bereich zwischen 3 und 4
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Grundlagen

Vergleichszeichen
a=1> a ist gleich b 3+4=7 3+4+#£8
a#b a ist ungleich b T T N G N R G R N G S

hi T T T hi T T T T T T T T

a<b a ist kleiner als b 5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7
a>b a ist groBer als b -5< -1 —-1>-5 2> -1 2<5
a<b a ist kleiner oder gleich b 555 725
a>b a ist grofer oder gleich b

1.1.4 Primfaktoren - ggT - kgV

Primzahlen
Eine Primzahl ist eine ganze Zahl, die nur durch eins und | Primzahlen:

sich selbst teilbar ist.

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 41, 43,

Primfaktorenzerlegung

47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97,101, 103, 107

Zerlegung einer natiirlichen Zahl als Produkt aus Primzah-

len.

12=2-2-3
120=2-2-2-3-5
340=2-2-5-17

Teilbarkeitsregeln

Eine Zahl ist durch ...

2 teilbar, wenn ihre letzte Ziffer eine 2, 4, 6, 8 oder 0 ist.
3 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist.

4 teilbar, wenn ihre letzten 2 Stellen durch 4 teilbar sind.
5 teilbar, wenn ihre letzte Stelle eine 5 oder eine 0 ist.

6 teilbar, wenn sie durch 2 und durch 3 teilbar ist.

8 teilbar, wenn ihre letzten 3 Stellen durch 8 teilbar sind.
9 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 9 teilbar ist.

10 teilbar, wenn ihre letzte Stelle eine 0 ist.

12 teilbar, wenn sie durch 3 und durch 4 teilbar ist.

15 teilbar, wenn sie durch 3 und durch 5 teilbar ist.

18 teilbar, wenn sie durch 2 und durch 9 teilbar ist.

Die Quersumme einer Zahl ist die Summe ihrer Ziffern.

Vielfachmenge V(a)

‘ Alle Vielfachen einer natiirlichen Zahl a.

Teilermenge T(a)

Alle ganzzahligen Teiler einer Zahl a.

5|45 5 ist Teiler von 45

3|123 3 ist Teiler von 123

Quersumme von 123: 1 +2+3 =6

3|6 = 3|123
‘ V(4) = {4; 8;12; 16; 20; 24; 28; 32; 36; 40; 44; 48..}

V(6) = {6; 12; 18; 24; 30; 36; 42; 48; 54; 60; 66; 72; 78; 84..}

V(3) = {3;6;9;12; 15; 18; 21; 24; 27; 30; 33; 36; 39; 42; 45..}
| T(36) = {152;3;4;6;9;12; 18; 36}

T(24) = {1;2; 3;4; 6;8;12; 24}

T(42) = {1;2;3;6;7;14;21; 42}
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Grundlagen

Grofiter gemeinsamer Teiler ggT(a,b)

Methode 1: Aus den Teilermengen von a und b den gréfiten
Teiler ablesen.

Methode 2: Das Produkt der gemeinsamen Primfaktoren bil-

den.

Kleinstes gemeinsames Vielfaches kgV(a,b)

geT(12;18) =6

Aus den Teilermengen den grofiten Teiler ablesen:
T(12)={1;2;3;4;6;12} T(18)={1;2;3;6;9;18}
Gemeinsame Primfaktoren von 12 und 18:

Methode 1: Aus den Vielfachmengen von a und b das kleinste
Vielfache ablesen.
Methode 2: Das Produkt aller Primfaktoren von a und den

zusitzlichen Primfaktoren von b bilden.

12 21213
18 2 S| &
geT(12;18) [ 2| | 3]

ggT(12;18) =2-3=6

kgV(12;18) = 36

Aus den Vielfachmengen das kleinste Vielfache ablesen:
V(12)={12;24;36;48;60;72.. } V(18)={18;36;54;72;90..}
Primfaktoren von 12 und zusétzlichen Primfaktoren von 18:

[ 99T(a,b)  kgV(a,b) ][ 99T (a,b,c)  kgV(a,b,c) ]
1.1.5 Grundrechnungen
Addition
a + b = C
1.Summand + 2.Summand = Summe
Subtraktion
a - b = C
Minuend - Subtrahend = Differenz
Multiplikation
a . b = C
1.Faktor 2.Faktor = Produkt
Division
a : b = ¢
Dividend Divisor = Quotient
a_ Dividend_Q tont
b_C Divisor toten

12 2)2]|3
18 2 3|3
kgV(12;18) [2 | 2] 3|3

kgV(12;18) =2-2-3-3 =36

3+2=5

2x 4+ 3x = 5z

222 4 32% = 522

52y + Txly = 1222y

2xy + 3xy + 4z + 5z = Sxy + 92

3—2=1
3xr—2x==x
222 — 322 = —22

5¢%y — Txly = —22%y
3e” —2e” =¢€”

3:2=6

2z - 3z = 62°

22 - 327 = 6zt

52y - Toly = 35zty

2ay - 3zy - 4z - 5z = 120x2y? 22

12:3=4
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Algebra Grundlagen

1.1.6 Grundrechenregeln

Kommutativgesetz
a-b=b-a 3+2=2+4+3=5
b—b 20 4+ 3z = 3z + 22 = bz
atb=0+a 3.2=2.3=6
2z - 3z = 3z - 2z = 627
Assoziativgesetz
(a-b)-c=a-(b-c) 44 (3+2)=4+3)+2=9
b _ b 4z + 3z + 2z) = (4= + 3z) + 2z = Yz
(a+b)+c=a+(b+c) 4-(3-2)=(4-3)-2=24
4z - (3z - 2x) = (4 - 3x) - 2x = 24a°
Distributivgesetz

3-(2+5)=3-2+3-5=21
3-2z+5)=3-22+3-5=6z+15
3z (2¢ +5) =3z -2x + 3z -5 = 62° + 152

a-(b+c)=a-b+a-c

Reihenfolge der Rechenarten

e Klammern vor 100 — 40 — 5 - (42 — 5 - 23)?
e Potenzierung vor Innerhalb der Klammer Potenzierung: 100 — 40 — 5 - (42 — 5 - 8)?
o L Innerhalb der Klammer Punktrechnung: 100 — 40 — 5 - (42 — 40)?
e Punktrechnung (Multiplikation und Division) Innerhalb der Klammer Strichrechnung: 100 — 40 — 5 - (2)?
vor Potenzierung: 100 —40 —-5-4
e Strichrechnung (Addition und Subtraktion) Punk.trechung: WD = 20— AL
von links nach rechts: 60 — 20
e von links nach rechts Ergebnis: 40

1.1.7 Vorzeichenregel
7T—-4=3 3 -247=5 5

4 7
] |
I
" 7 -2 I
| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
-5-4-3-2-101 2 3 4 5 6 7 -5-4-3-2-101 2 3 4 5 6 7
-4 I 2—6=—-4 -5 _92_3=_-5
-6 I -3 I
2 I -2
— ~—
| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
-5-4-3-2-101 2 3 4 5 6 7 -5-4-3-2-101 2 3 4 5 6 7
Vorzeichen und Klammern
+(+a) = +a HEH2) = -2
— —(-2)=+2
+(-a)=~a (-2) = -2
—(4a) = —a —(+2) = -2
—(—a) =+a
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Multiplikation
+a - (4+b) = +c
—a-(=b) =+c
+a-(=b)=—c
—a-(+b) = —c

Division
+a
P
e
—b
+a
e
—b
—a_
+b

Addition und Subtraktion

Bei gleichem Vorzeichen werden die Betriage addiert. Das Er-
gebnis erhélt das gemeinsame Vorzeichen.

Bei verschiedenen Vorzeichen werden die Betrége subtra-
hiert. Das Ergebnis erhélt das Vorzeichen der Zahl mit dem
groBeren Betrag.

Betrag einer Zahl

x x>0
|z =< —z x<0
0 z=0

1.1.8 Briiche
Bruch

Dividend : Divisor = Quotient

Dividend Zahler Z
Divisor Nenner N Wert des Bruchs

10+4=14
—10—-4=—-(10+4)=-14
10-4=6
—104+6=—(10—-6) = —4

3z +4x =Tz

-3z —4x = -3z +4x) = -Tz
3 — 4o =—(4x — 3z) = —=x
—3z+4rx =4z —-3z==z

| —3]=3
13| =3

_1 _1 _3 _5
) T4 T4 ~ 8
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Besondere Briiche

e Echter Bruch: Nenner grofler als Zéahler

e Unechter Bruch:Zahler groler als Nenner

e Gemischte Zahl: Ganze Zahl + Bruch

e Stammbriiche: Zéhler ist 1

e Gleichnamige Briiche: Nenner ist gleich
eUngleichnamige Briiche:Nenner ist verschieden
o Kehrwert:Zahler und Nenner vertauschen

eScheinbriiche:Scheinbriiche sind natiirliche Zahlen

Erweitern von Briichen

Zéahler und Nenner mit der gleichen Zahl multiplizieren
a a-c

b b-c

Kiirzen von Briichen

e Zihler und Nenner mit der gleichen Zahl dividieren
a a:c

b b:c

e Zihler und Nenner durch den ggT(Zahler;Nenner) teilen
99T (a,b) = ¢

a a:c

b bic
e Ziahler und Nenner in Primfaktoren zerlegen und gleiche

Primfaktoren kiirzen

Addition und Subtraktion gleichnamiger Briiche

Zahler addieren bzw. subtrahieren
a b a+b

c

C

c
a b a-—b
c c c

NI N
3| ot
Wl —

Echter Bruch:

|8
| &

Unechter Bruch:

wl oo

Gemischte Zahl:2—;6—;7

ot
w| o

Wl N

N —
NI

Stammbriiche:

Gleichnamige Briiche:

SO \)
BN n o

|

SARENN '

Ungleichnamige Briiche:

Wl oo

El

<
2

(:
o

=~ ot

2
Kehrwert: 1 &

4 28
Scheinbriche:— = 2; — =4
celnruce2 P~

w
w
[\V]
(=}

S
S
[\]
(0]
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Addition und Subtraktion ungleichnamiger Briiche

Briiche durch Erweitern gleichnamig machen
e Hauptnenner: Produkt der beiden Nenner

Erweiterungsfaktoren: d und b

g+5_ad cib a-d+c-b
b d b-d b-d b-d
a E_ad c;b_a-dfab
b d b-d b-d b-d

e Hauptnenner: kgV(b,d)=c

Erweiterungsfaktoren: 7 und §

2,3
3 4
Hauptnenner: 3-4 =12

Erweiterungsfaktoren: 4 und 3

Multiplikation von Briichen

2 3 24 3.3 8 9 17 5

371734 3T TR TR

3 5

PR

Hauptnenner: kgV( 12, 18) =36

Erwe1terung5faktoren = % 2

é n 5 _ 5 1% 9+ 1(} 19
18 12 3 18-2 36 36 36

Zéahler mal Zahler und Nenner mal Nenner 3 5_3:5_15
a ¢ _a-c 4 6 4-6 24
b d b-d
Division von Briichen
Mit dem Kehrwert des Bruches multiplizieren 3.5_3 6_3-6_13
4°6 4 5 4-5 20
Bruch durch Bruch
a ¢ a d a-d 4:524.§:ﬁ7%
g : E = g - = r 6 5 5 5
¢ ¢ 3 ._31_3 _3
Bruch durch Zahl 4°° 745 45 20
Z 3
b_o o l_ o 1_3,5_36_36_18
e b b e b-e 5 4°6 45 4-5 20
Zahl durch Bruch 6
e c e d e
Z el ==
< d 1 ¢ c
d
Doppelbruch
a
p _a ¢ _a d_a-d
Cb'd b c b-c
d
[Kﬁrzen}[%—%][a%—d?]
1.1.9 Dezimalbruch
Stellenwerttafel
Bruch M|HT |ZT | T | H|Z | E|,|z|h|t]|zt]|ht Dezimalbruch
o 0,1 0.1
0 0|,]0]1 0,01
100 0,123 0,23
100 0|,|4|5]6 0,456
1210%%0 1(12(,/0[0]0] 3 12,0003
567 1t0a0 5 71,1003 0 567,003
Z | Zehner 10" [ 10 E [ Einer 10° |1
H Hunderter 107 | 100 z | Zehntel 10717]0,1 11—0
T | Tausender 10° | 1000 h | Hundertstel 1072 ] 0,01 5
ZT | Zehntausender 10* | 10000 t Tausendstel 10~ 10,001 Tloo
HT | Hunderttausender | 10° | 100000 zt | Zehntausendstel 10~* 10,0001 m
M [ Million 10° | 1000000 ht | Hunderttausendstel | 10~° [ 0,00001 | tmoms
Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 11 https://fersch.de
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Bruch - Dezimalbruch

e Erweitern des Bruchs auf Zehntel, Hundertstel, Tausend-
stel usw.
e Werte in die Stellenwerttafel einsetzen.

e Schriftliches Dividieren

Dezimalbruch - Bruch

e Endlicher Dezimalburch:

Nachkommazahl (Dezimalen) als Zahler und im Nenner die
entsprechende Stufenzahl(10,100,1000)

e Periodischer Dezimalbruch:

Die Periode beginnt direkt nach den Komma
Nachkommazahl (Dezimalen) als Z&hler und im Nenner den
entsprechenden Bruch mit 9 (9,99,999)

Multiplizieren oder Dividieren mit Stufenzahl

e Multipliziern einer Dezimalzahl mit:

10 - Komma um 1 Stelle nach rechts verschieben
100 - Komma um 2 Stellen nach rechts verschieben
1000 - Komma um 3 Stellen nach rechts verschieben
e Dividieren einer Dezimallzahl durch:

10 - Komma um 1 Stelle nach links verschieben

100 - Komma um 2 Stellen nach links verschieben

1000 - Komma um 3 Stellen nach links verschieben

Runden von Dezimalbriichen

Ziffer der zu rundenten Stelle bestimmen.

e Ist die nachfolgende Ziffer 0,1,2,3,4, dann wird abgerundet.
Die gerundete Stelle bleibt unverédndert

e Ist die nachfolgende Ziffer 5,6,7,8,9, dann wird aufgerun-
det. Die gerundete Stelle wird um eins erhoht.

e Wenn nach dem Komma gerundet wird, werden die nach-
folgenden Ziffer weggelassen.

e Wenn vor dem Komma gerundet wird, werden die nachfol-

genden Ziffern durch Null ersetzt.

1 1
1T]l o 100 I g’ . 4 16
— = 0,00 -—=0,5 —=—=0,16
}’000 210 25 100
375 12,5
== — ,375 0,125
82 1000 100
%880 ’ 10000 ’
1
100 _
5=2:3=0,666...=0,6
201 1

0,201 ; 1000 050 01 = 10000
O,T = § O,i = §

— 12 === 255
0,12 = 99 ,255 = 999

345,677 - 10 = 3456, 77
345,677 - 1000 = 345677, 0
345,677 : 10 = 34,5677
345,677 : 1000 = 0, 345677

345,677 - 100 = 34567, 7
345,677 - 10000 = 3456770, 0

345,677 : 100 = 3,45677
345,677 : 10000 = 0, 0345677

712,654 runden auf Zehntel (1 Nachkommastelle)
Ziffer der Zehntelstelle: 6

Nachfolgende Ziffer: 5 = aufrunden 6 + 1

Gerundete Zahl: 712,7

712,654 runden auf Hunderter

Ziffer der Hunderterstelle: 7

Nachfolgende Ziffer: 1 = abrunden 700

Gerundete Zahl: 700

712,9996 runden auf Tausendstel (3 Nachkommastellen)
Ziffer der Tausendstelstelle: 9

Nachfolgende Ziffer: 6 = aufrunden 712,999 + 0,001
Gerundete Zahl: 713,000

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Wissenschaftliche Zahlendarstellung

o Definition 345 = 3,45 - 10?

Komma um 2 Stellen nach links verschieben

) 0,00345 = 3,45 - 1073

m - Mantisse 1<m<10 Komma um 3 Stellen nach rechts verschieben

n - Exponent 345107 = 3,45 -10% - 10”7 = 3,45 - 10°

10 - Basis Komma um724 Stellen nachﬁl}inks jffrschieben .
0,00345-10"°=3,45-10"°"-10"" = 3,45 - 10
Komma um 3 Stellen nach rechts verschieben

r=m-10"

1 =mq - 10™ 9 = msg - 10™2 5 )
o Multiplikation L B

z1-w2 =6,2:10%-2,5-1072 = 6,2-2,5-10372 = 15,5-10' = 1,55-102

1 To =mq - 10™ - mg - 10™2 = my .m210n1+n2 @ _ 6,2 - 103 _ 6,21037<72) 45, 10

e Division 2 2,5-1072 25

ey _om - 10M may g, Gleiche Exponenten:2,5 - 1072 = 0,000025 - 10°

T mo-10"  my x1 + 22 = 6,2 10% + 0,000025 - 10> = (6,2 + 0,000025)10° =
e Addition 6, 200025 - 103

1 — 22 = 6,2 -10% — 0,000025 - 10> = (6,2 — 0,000025)10%

Gleiche Exponenten:n = ny = no 6.199975 - 10°

1+ x2 =mq - 10" +mg - 10" = (mq + m2)10"
e Subtraktion

Xy — g =M7 10" — mso - 10" = (m1 — mg)IO”

1.1.10 Schriftliches Rechnen
Schriftliche Addition

1. Summand + 2.Summand = Summe 89,9+ 5,92 =
Zahlen stellenweise untereinander schreiben. 20,00
Komma unter Komma - Einer unter Einer usw. I 5 02 0+2=2
1.Summand (obere Zahl) 7 Ergebnis:2
’ 5 Ubertrag:0
+ 2.Summand (untere Zahl)
N , 89,90
Ubertragszeile I 5. 02 9+9=18
.. ’1 Ergebnis:8
Summe (Ergebniszeile) 5 Ubertrag:1
Von rechts beginnend die einzelne Ziffen addieren. EENT
Obere Ziffer + untere Ziffer oder 4 5: 92 %—i— 5b+.15: 15
. rgennis:
Obere Ziffer + untere Ziffer + Ubertrag 11 S :
5 82 Ubertrag:1
- Ist das Ergenis kleiner als 10, wird das Ergebnis in die 897 90
Ergebniszeile geschrieben. + 5: 92 %"' 0b+'1 9: 9
rgepnis:
- Ist das Ergebnis grofler als 9, wird die Einerziffern in die 25182 Ubgertrag:O
Ergebniszeile geschrieben. Die Zehnerziffer schreibt man in ’
die niichste Spalte der Ubertragszeile. 89,90 + 5,92 = 95,82

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 13 https://fersch.de
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Schriftliche Subtraktion

Minuend - Subtrahend = Differenz
Zahlen stellenweise untereinander schreiben.
Komma unter Komma - Einer unter Einer usw.

Minuend (obere Zahl)
- Subtrahend (untere Zahl)

Ubertragszeile

Differenz (Ergebniszeile)
Von rechts beginnend die einzelne Ziffern subtrahieren.
Obere Ziffer - untere Ziffer oder
Obere Ziffer - (untere Ziffer + Ubertrag)
Ist das Ergebnis grofler gleich als Null, wird das Ergebnis in
die Ergebniszeile geschrieben.
Ist das Ergebnis kleiner als Null, fiigt man bei der oberen
Ziffer eine Zehnerstelle hinzu, so dass das Ergebnis grofler
gleich Null wird. Die Einerziffer kommt in die Ergebniszei-

le. Die Zehnerziffer schreibt man in die ndchste Spalte der

Ubertragszeile.

Schriftliche Multiplikation

1. Faktor - 2. Faktor= Produkt

linke Zahl - rechte Zahl = Ergebnis

Die einzelnen Ziffern der rechten Zahl mit der linken Zahl
multiplizieren.

Das Ergebnis unter die Ziffer der rechten Zahl schreiben.
Die Ergebnisse addieren.

Die Nachkommastellen der beiden Faktoren addieren und

beim Ergebnis das Komma setzen.

123,48 — 89,47 =
o ma
’ Ergebnis:1
1 Ubertrag:0
S TE =
’ Ergebnis:0
o1 Ubertrag:0
T EE
1 ’ Ergebnis:4
H Ubertrag:1
Lo 12—-8+1)=3
— 89,47 .
1 Ergebnis:3
734’ 01 Ubertrag:1
123,48 1 _w+1=0
= 89,47 .
1 Ergebnis:0
034,01 Ubertrag:0

123,48 — 89,47 = 34,01

Schriftliche Multiplikation

34,61-9,3 =
3461 - 93
31149
10383

321873

Nachkommastellen:2 + 1 = 3
34,61 -9,3 = 321,873

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Schriftliche Division

Dividend : Divisor = Quotient

linke Zahl : rechte Zahl = Ergebnis

Enthélt der Divisor(rechlte Zahl) ein Komma, wird das
Komma beider Zahlen um soviel Stellen nach rechts ver-
schoben, bis der Divisor eine ganze Zahl ist.

Versuch die erste Ziffer (die ersten beiden Ziffer usw.) der
linken Zahl durch die rechte Zahl zu teilen, bis man bei der
Teilung eine ganze Zahl erhalt.

Das Ergebnis der Teilung mit der rechten Zahl multiplizie-
ren und von den verwendeten Ziffern subtrahieren.

Die néchste Ziffer der linken Zahl an das Ergebnis anfiigen
und wieder versuchen zu teilen.

Ein Komma im Ergebnis entsteht,

- wenn man eine Ziffer, die nach dem Komma steht anfiigt.
- wenn die linken Ziffern einer ganzen Zahl aufgebraucht

sind und man eine Null anfiigt.

[ Addition ][ Subtraktion ][ Multiplikation ][ Division ]

1.1.11 Bruchteile - Prozent - Promille
Bruchteile

bsoluter Anteil
e Bruchteil (relativer Anteil) = w
anze

e absoluter Anteil = Bruchteil - Ganze

absoluter Anteil

* Ganze = Bruchteil
Prozent
o p% = % p Prozent = p Hundertstel

e Prozentsatz= Bruchteil -100 %

Prozentsatz

Bruchteil=
o Bruchtei 100%

p - Prozentzahl
p% - Prozentsatz

15:2=
15:2=17,5
15
- 14
10
- _10
0
15,45 : 2,456 =
15450 : 2456 = 6,2
15450
— 14736
7140
- 4912
2228
6,2 Rest 2228

Welcher Bruchteil sind 200 € von 800 €7
200 2 1

800 8 4
Gesucht: absoluter Anteil
1 von 800 €7

1-800€=200€

Gesucht: Ganze
1 sind 200 €7
200 €

T=800€
4
1
p%:034=E§=3M6 p=34
p%—OJ%—-%ﬁ-—Hj% p=12,5
p%=1,25= 2 _195%  p=125

100

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Promille

o p Y%o= p Promille = p Tausendstel

_r_
1000
e Promillesatz= Bruchteil 1000 %o

Promillesatz

Bruchteil=
¢ bruciel 1000%0

p - Promillezahl
p%o - Promillesatz

1.1.12 Prozentrechnung

Verhiltnisgleichung

e Verhéltnisgleichung:

Py,
p 100
e P, - Prozentwert
P, G e , .
— = —  p,G multiplizieren 100 dividieren
p 100
P, = P

= —  P,,100 multiplizieren  p dividieren

e p% - Prozentsatz

P, G
— = P,, , 100 multiplizieren G dividieren
p 100
P, - 100
p=—

G - Grundwert
p% - Prozentsatz

P, - Prozentwert

p - Prozentzahl

1
p%o0 = 0,001 = —— =1 %o p=1

1 20
p%o = 0,034 = 0 —34% p=34
p%o = 0,125 = 51880 =125% p=125
1
=1,25=—— =1250 = 1250
=1, 1000 I
25% von 800 €7
p, = 280€ ¢
100 25
P, =0,25-800 € = 200 €
25% sind 200 €.Grundwert?
200 - 100 200
G—T—800€ G—0725—800€

Wie viel Prozent sind 200 € von 800 €7

200 - 1

p:700 00:25 p% = 25%
‘V—ﬁ%o—oza—ﬁ—zw
Po=%00 = % T 100

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Dreisatz

e P, - Prozentwert

100% = G
1: 100 1: 100
. @G
1% 100
Lp Lp
~ pG
S T
e G - Grundwert
p% = P,
Lip bip
~ Py
1% =z —
p
1-100 1 -100
P, - 100
100% = ——
e p% - Prozentsatz
100% = G
G G
100% -
o =
\[r Py \L Py
P, -100 ~
p% = wT

G - Grundwert
p% - Prozentsatz

P, - Prozentwert

p - Prozentzahl

Formel

e P, - Prozentwert

_r-G

P, = P, = p%-
100 PG

e G - Grundwert

e p% - Prozentsatz

P, - 100 P,

G Ph="o

b= Q

G - Grundwert
p% - Prozentsatz

P, - Prozentwert

p - Prozentzahl

[ Po=5311G=

_ Py -100 }
100 - G

25 % von 800 €7?

100% = 800€
1: 100 1: 100
. 800€
1% B 100
125 125
25 -800€
e = 100
P, = 200€

25 % sind 200 €.Grundwert?
25% = 200€

1:25 1:25
. 200€
% = =5
1 -100 1 -100
_ 200€ - 100
1 = —
00% 55
G =800 €
Wie viel Prozent sind 200 € von 800 €7
100% = 800€
1: 800 1: 800
100% ~
=
800 €
1 -200 1 -200
200 - 100
—_— = 200€
80(%00 %100

25% von 800 €7
25 - 800 €
Py,=— =92
100 00 €

P, =0,25-800 € = 200 €

25% sind 200 €.Grundwert?
200 - 100 200
G—T—8OO€ G_0,25

Wie viel Prozent sind 200 € von 800 €7
200 - 100
=—=25 p% = 25%

Diiig 25

=800 €
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1.1.13 Promillerechnung

Promillerechnung
Py
o Verhéltnisgleichung: r = %
p-G
P,=" P, = p%o - G
1000 prve
P, - 1000 P,
[ ] G = — G _
p p%o
P, - 1000 % P,
oD = — - Y
p IE P00 a
G - Grundwert
p - Promillezahl
p%eo - Promillesatz
P,, - Promillewert
[ P, = 1110(?0 [G _ Pw»;O()O ”p: PwéOO() ]

1.1.14 Prozentuale Ab- und Zunahme

Prozentuale Ab- und Zunahme

e Endwert= Anderungsfaktor - Anfangswert
_ _E _E

eProzentuale Zunahme ¢ > 1

=1+ 5 p=(qg—1)-100

Endwert=Anfangswert+ Verdnderung

eProzentuale Abnahme 0 < ¢ < 1

q=1-15 p=(1-q)-100

Endwert=Anfangswert-Verdnderung

A - Anfangswert

E - Endwert

q - Anderungsfaktor

p - Prozentuale Zu- bzw. Abnahme

Wie viel sind 25%0 von 800 €7
25 - 800 €
w = ————— =20 €
00
p%o = m = 0,025
P, =0,025-800 € =20 €

25%0 sind 20 €.Grundwert?

G:20~1000:800€ G- 200

25 0.025 ~ o0 €

Wie viel Promille sind 20 € von 800 €7

20 - 1000
= DU o —925
D 300 p%o %0
20 25
— = _0,025= 22 —25
p%o =555 =0 1000 %o

Eine Artikel kostet 200 €.

Der Preis wird um 10% erhoht.
g=1+15=11 E=11-200€=220€
Der Preis wird um 10% gesenkt.

_ 10 _ _ _
q=1-75=09 E=0.9-200 €=180 €
Eine Artikel kostet nach Preiserh6hung 220 €.
Der Preis wurde um 10% erhoht.
g=1+:2 =11 A=220=200¢€

100 1,dl

Eine Artikel kostet nach der Preissenkung 180 €.

Der Preis wurde um 10% gesenkt.
g=1-—385=09 A=3=200¢€

100 0.
Eine Artikel kostet 200 €.
Nach einer Preiserh6hung kostet er 220 €.
¢g=22=11 p=(11-1)-100=10%
Nach einer Preissenkung kostet er 180 €.

g=10_09 p=(1-09)-100=10%

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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1.1.15 Potenzen

Definition
a"=a-a-a-...-a
—_——

n—Faktoren
a = Basis n = Exponent

a®=1 al=a

Basis: 10

10°=1 10t =10

Basis: e = 2,718.. (eulersche Zahl)

=1 el=e

Potenzen multiplizieren

gleiche Basis - Exponenten addieren
am . an — am+n

10™ - 107" = 10"

m n

e . et = emtn

Potenzen dividieren

gleiche Basis - Exponenten subtrahieren
am

n m—n

mia"=—=a

a

10™ : 10" =

Potenz ausklammern

gleicher Exponent - Exponent ausklammern

a” - b" = (ab)™
a” a.,
=)

Potenz in der Potenz

Exponenten multiplizieren
(1om™)™ = 10m™

Potenzen mit negativem Exponenten

-n _ 1
a = an
—-n 1
107" = 5%
e =L

22=2.2.2
x4:£L“:U-£L"x
4% =1

¥ =1

41 =4

xlzm

32 . 35 — 32+5 — 37
1,3 . 1:5 _ .’L’3+5 8

3. o5 — 3+(=5) _ =2

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Potenz - Wurzel

av = /a a>0
10% = /10
ew = (/e

aw = Yam a>0
10% = {/10m
en = Yem

m 1

a = om a>0
|

10 = iom

_m q

e n = em

[ hier klicken ]

1.1.16 Wurzeln
‘Wurzel - Potenz
{L/& = a%
n - Wurzelexponent  a - Radikand

Quadratwurzel: Va
Kubikwurzel: Ja

Wurzeln multiplizieren
Va- b= Vab
aw b = (ab)

gleiche Exponenten - Exponent ausklammern

Wurzeln dividieren
Vb= /%
aw a
= (5)

gleiche Exponenten - Exponent ausklammern

3=

Wurzel in der Wurzel

28 =2 %=z
1 3 _l—L
55 =35 472 =
2% — Y23
_3 1
275 = 555
3/ 1 1 4—2
V5=55 =473

V2. V4=¥24=Y8=2

54 . 2 = {‘/% =+271=3

v/ a= "/a 5= 5
(a% % amn
Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 20 https://fersch.de
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Nenner rational machen
Whurzel (irrationale Zahl) aus dem Nenner entfernen Erweitern des Bruchs mit der Wurzel
. . 3 3v6 3v6  3V6
e Erweitern des Bruchs mit der Wurzel — = = = —
a ay/c ay/c av/c 56 5V6v6  5(v6)2 30
bT/E:bﬁ\ﬁ:b(\/E)Q: be 3 3Wrt+2 3V +2  3Wr+2
a ave+d ave+d avetd 5V/z+2 5vVz+2Vr+2 5(vVz+2)2 5(@x+2)
- = 2 Erweitern zur 3. Binomischen Formel
bVe+d bye+dVe+d b(v/c+d) b(c+d) A : 305 ) G —vE) 35— v3)
e Erweitern mit der 3, Binomischen Formel 5+ V2 (5+v2)(5 - Vv2) 52 — (v2)? 5 =2
a a(b —+/c) _alb—+c) alb—+/c) 15 — 3+/2
b++/c  (b++/)(b—+e) b2—(o)2  B2—c 23
Ve Brvab-va | B- (o) S wevm | svd
VT + V2 (VT +V2)(vVE - V?2) (Vz)? = (v2)?
3(vz —V2)
xr — 2

[ hier klicken ]

1.1.17 Logarithmen

Definition

c=logya = b=a

b = Basis a = Numerus

Basis: 10
log gz = lgz
1099% = g
lgl0* = x

Basis: e = 2,718.. (eulersche Zahl)
log.x =Inx
elnx =

Ine* =x

Logarithmen addieren

log.a +log.b = log.(a-b)
lga+1gb = lg(a - b)
Ina+1Inb = In(a-b)

Logarithmen subtrahieren

log.a —log.b =log,. ¢
lga—lgb=1g7

lna—lnbzln%

3=1log,8<2°=8

log,3 =1In3
e =3
Ine3 =3
log,92 = 1g2
10'9° =3
1g10®* =3

log,4 + log,8 = log, (4 - 8) = log,32
logsz + logsy = logs(z - y)

logs 5 — logy 7 = log, 2
In5—In7=1In2

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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Logarithmus von der Potenz

log.a™ =nlog.a
log,a™ =nlog,a=n
lgl0™ =n

lne™ =n

Basisumrechnung von Logarithmen

_log,a lga Ina

“log.b lgb Inb

Logarithmus von der Wurzel

log, ¢/a = Llog,a

[ hier klicken ]

1.1.18 Proportionalitat

4 Direkte Proportionalitit; y = 2z

[t
—_
|

[t
e}
|

O H N Wk OO N 00 ©
|
T

\]

40

35

30

25

20

15

10

logsh? =2 logs 5

logy 3 =

log, \5/§

log,3 _1g3 _ In3

log,5 1lgh Inb5

1

5

log, 3

40
\ Indirekte Proportionalitit; y = —
x

= 0,68
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Direkte Proportionalitit

y ist ein vielfaches von x
Yy=m-x
Proportionalitdatsfaktor: m

y ist direkt proportional zu x: y ~ x

Direkte Proportionalitit = quotientengleich
Tabelle:

o1 | @0 |2 | o |

y1‘y2‘y3‘y4‘~
ST T

Z1 x2 x3 T4

Funktionsgleichungen:

_ _ Yy
y=m-x r=-= m==

m
Graph: Urspungsgerade

Indirekte Proportionalitit

y mal x ist konstant
k=y-x
1

y ist indirekt proportional zu x: y ~
Indirekte Proportionalitidt = produktgleich
Tabelle:

1'1“%2‘1'3‘%4‘..

y1‘y2‘y3‘y4‘~

k=y1-21=Y2 T2 = Y3 T3 =Yg - Tq..

Funktionsgleichungen:
k

Y= — Tr = — k = Y- x
z Y

Graph: Hyperbel

Dreisatz - Verhaltnisgleichung

Yi_y2 31 %2
X1 T2 Y1 Y2

Y1 -T2 =21 Y2

Y2 - IT1 Y1 -T2
vy = Y2 =
X2 T
T2 Y1 Z1 Y2
r = ——- Tr9g = ——
Y2 Y1

= Y1 :T1 = Y2 1 T2

Ein Tafel Schokolade kostet 2 €.
Zwei Tafeln Schokolade kosten 4 €.
x= Anzahl der Tafeln
y= Preis der Tafeln
m= Preis einer Tafel
y=2-x
Wieviel kosten 5 Tafeln ?
y=2-5=10
Wieviel Tafeln bekommt man fiir 12 € 7
B = -5 = 6
Tabelle:
Anzahl | 1]2|3[4]|5
Preis [2[4]6]|8]10
Direkte Proportionalitiat = quotientengleich
_2_4_6_8_,
12 37 4
Funktionsgleichung:y = 2 - x

10 Arbeiter benttigen 4 Tage
Wie lange brauchen 20 Arbeiter?

x= Arbeiter

y= Tage

k= Anzahl der Tage bei einem Arbeiter

k=y-x

k=10-4=40

0,

Tabelle:

Arbeiter [1 |2 |3 |4 |5
Tage | 40]20[133]10 38

Indirekte Proportionalitdt = produktgleich
k:14:2Q0:&H%:440:58:m
Funktionsgleichung:y = ;0

7 Tafeln Schokolade kosten 14 €.

Wieviel kosten 5 Tafeln ?
x= Anzahl der Tafeln
y= Preis der Tafeln

CA—
X1 i)
14y
7 5

14-5
yngzlo
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1.1.19 Zahlensysteme

010 02 016 || 1010 | 10102 | Ais || 2010 | 101002 | 1416 || 3010 | 111102 | 1Ei6 || 4010 | 1010002 | 2816
110 12 116 || 1110 | 10112 | Big || 2110 | 101012 | 1516 || 3110 | 111112 | 1Fie || 4110 | 1010012 | 2916
210 102 216 || 1210 | 11002 | Cie || 2210 | 101102 | 1616 || 3210 | 1000002 | 2016 || 4210 | 1010102 | 2A16
310 11, 316 || 1310 | 11012 | Dis || 2310 | 101112 | 1716 || 3310 | 1000012 | 2116 || 4310 | 1010112 | 2B46
410 | 1002 | 416 || 1410 | 11102 | Ei6 || 2410 | 110002 | 1816 || 3410 | 1000102 | 2216 || 4410 | 1011002 | 2C46
510 | 1012 | 516 || 1510 | 11112 | Fis || 2510 | 110012 | 1916 || 3510 | 1000112 | 2316 || 4510 | 1011012 | 2D1s
610 | 1102 | 616 || 1610 | 100002 | 1016 || 2610 | 110102 | 1As6 || 3610 | 1001002 | 2446 || 4610 | 1011102 | 2E16
Tio | 1112 | 716 || 1710 | 100012 | 1116 || 2710 | 110112 | 1By6 || 3710 | 1001012 | 2516 || 4710 | 1011112 | 2F16
810 | 10002 | 816 || 1810 | 100102 | 1216 || 2810 | 111002 | 1Ce || 3810 | 1001102 | 2616 || 4810 | 1100002 | 3016
910 | 10012 | 916 || 1910 | 100112 | 1316 || 2910 | 111012 | 1D16 || 3910 | 1001112 | 2716 || 4910 | 1100012 | 3116

Zahl mit Basis B in Dezimalzahl

e Definition 427 = 42710 =
n i " 1 0 107 | 10T | 10°
Zp=3 . oZ4iB"'=2Z,B"+ ..+ Z\B'+ ZyB 7 5 =
Basis: B Ziffern:Z,,, ..., Z1, Zy 4-102+2-10T+7-10° =
Basis: | .. |B* | B?>|B'| B 4-100+2-10+7-1
Ziffern : .. Zg Z2 Zl Z() 1101010115 =
Ziffern:0;1;2,3;4;5;6;7;8;9; A = 10; B=11;C = 12; 28 T2T 126 725 [2T 29[22 [2T [ 2°
D=13E=14:F = 15 1 17010 1]0]|1 1
o ' 1-2°41-2740-2°+1-2°+0-2"+
e Dezimalsystem 1-2240.2241.2141.2°=
Basis: 10 Ziffern:0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 1-256+1-128+0-64+1-32+0-16+1-8+
Zio = Y0 Zi10' = Z,10" + ... + Z;10" + Z10° 0-4+1-2+1-1=4370
e Dualsystem (Binérsystem) A 62T 167 160
Basis: 2 Ziffern:0,1 YT [A=10| B=11
, 2 T
Z2 — Z?:O Zizl — Zn2n + ..+ Z121 4 Z020 1-16°4+10-16" 4+ 11-16" =

1-256410-16+4 11 -1 = 427,90 = 427
e Hexadezimalsystem

Basis: 16 Ziffern:0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,F
Zig =Y 1o 2l6" = Z,16™ + ... + Z116" + Z,16°

Dezimalzahl in Zahl mit Basis B

e Dezimalzahl durch die neue Basis teilen 427 = 42719
427 : 2 = 213 Rest:1

e Ergebnis ist ein ganzzahliger Anteil und der Rest
213 : 2 = 106 Rest:1

e ganzzahligen Anteil wieder teilen 106 : 2 — 53 Rest:0 4927 = 492710
® usw. 53 : 2 = 26 Rest:1 427 : 16 = 26 Rest:11 = B
e bis der ganzzahlige Anteil gleich Null ist 4. 2= 113 Restl) e D=1 el = A
13:2 =6 Rest:1 1:16 = 0 Rest:1
e die Ziffern der Reste von unten nach oben abschreiben 6:2 =3 Rest:0 42710 = 1ABis
3:2=1 Rest:1
1:2 =0 Rest:1

42710 = 110101011,
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RO6mische Zahlen

e Schreibweise romischer Zahlen

Klassisch Erweiterung

I

1% 5 vV 5000

X 10 |X 10000

L 50 |L 50000

C 100 | C 100000

D 500 | D 500000

M 1000 | M 1000000
e Additionsregel

Stehen die Zeichen nacheinander mit absteigenden Werten,
dann werden ihre Werte addiert.

e Subtraktionsregel

Ist ein Zeichen mit einem kleineren Wert vor einem grofleren,
dann wird der Wert des Zeichens subtrahiert.

e I, X, C, M diirfen héchstens dreimal hintereinander stehen.
e V. L, D werden nicht wiederholt.

e Klassischer Zahlenbereich von I bis MMMCMXCIX
(1...3999).

e Erweiterung durch waagerechten Strich (Vinculum). Mul-
tiplizieren der Zahl mit 1000.

[ hier klicken ]

1.1.20 Folgen und Reihen

as aq as ae az

Arithmetische Folge 11 15 19 23

Geometrische Folge 18 54 162 486

Arithmetische Folge

ay;ag;as;aq; neN

ar;ar +dya; +2d;.. 501+ (n—1)d;. ..
Differenz: d = a1 — ay

explizite Darstellung: a,, = a1 + (n — 1)d

rekursive Darstellung: a,+1 = a, +d

Summe:
Sn= py (ar) = a1 +az+az+....an
s = Yopey (ax) = 259 = 2 (201 + (n—1) - d)

e Additionsregel

LX =50+ 10 = 60

MMXXVI =10004+1000+104+10+5+1=2026
e Subtraktionsregel

XL = 50— 10 =40

MCMXIII = 1000+1000 -100+10+3=1913

1 1 1 26 XXVI
2 11 1+1 27 XXVII
3 11T 1+1+4+1 28 XXVIII
4 v 5—1 29 XXIX
5 Vv 5 30 XXX
6 VI 5+1 31 XXXI
7 VII 54+1+1 32 XXXII
8 VIII 5+1+1+4+1 33 XXXIII
9 X 10—-1 34 XXXIV
10 X 10 35 XXXV
11 XI 10+1 36 XXXVI
12 XII 100+1+1 37 | XXXVII
13 XIII 1O<Fl4E1 41 38 | XXXVIII
14 XIV 10+5—1 39 XXXIX
15 XV 10+5 40 XL
16 XVI 10+5+1 41 XLI
17 | XVII 10+54+1+1 42 XLII
18 | XVIII 10+54+14+1+1 43 XLIIT
19 XIX 10+10—-1 44 XLIV
20 XX 10+ 10 45 XLV
21 XXI 10+10+1 46 XLVI
22 | XXII 10+10+1+1 47 XLVII
23 | XXIII | 104+10+1+1+4+1 48 XLVIII
24 | XXIV 10+10+5—-1 49 XLIX
25 | XXV 10+10+5 50 L

3;7;11;15;19; 23; 27..

a1:3 a2:7 113211 a4:15

Differenz: d = as — a1 = a3 — a2 = a4 — as....

d=7-3=11-7=15—-11=4

explizite Darstellung: a, =3+ (n —1) -4

as =34+ (5—-1)4=19

rekursive Darstellung: ant+1 = an + 4

a; =3 as=3+4=17 a3 =T+4=11

Summe:

sa=3"% (ak)=3+T7+11+15=36

sy = 4(3;15) — 36

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.

25

https://fersch.de


https://fersch.de/vorlage?nr=Zahlensysteme&nrform=TextZahlensysteme&ver=M05102026

Algebra

Grundlagen

Geometrische Folge

15025 0a3; Q45

. . 2. . .
a1;0a145a1497;5...5019 )
An41

an

explizite Darstellung:a,, = a1¢"~

Quotient: ¢ =
1
rekursive Darstellung: a,4+1 = ap - g
Summe:

Sn = 2221 (ag) = a1 +as +as+ ...an

_\\n k-1 _ , ¢"—=1 _ 1-¢"
Sn=2 01 q =al g =aTL

Fibonacci-Folge

ap =1l;a2 =1
Addition der beiden vorherigen Zahlen.
rekursive Darstellung:a, = an—1 + an—2 n >3
explizite Darstellung:

() (=)

Ay =

Spezielle Folgen und Reihen

eNatiirliche Zahlen: 1;2;3;4;..n

Summe:

Sn = E?:li = %(n"' 1)

Geraden Zahlen: a,, = 2;4;6;8;..2n

Sp = 2i=n(n+1)

eUngeraden Zahlen: 1;3;5;7;..2n — 1

Summe:

Sn =i (20 1) = n?

Addiert man die ersten n ungeraden Zahlen, so ist die Sum-
me n? .

o Quadratzahlen: 1;4;9;16;..n°

Summe:

Sn= 180 =2(n+1)(2n+1)

e Kubikzahlen: 1,8, 27, 64, 125,216, 343, .n3

Summe:
S =(5(n+1))?

Sp = %Q(nJrl)z

1.1.21 Komplexe Zahlen

2;6;18;54;162; 486..

a1:2 a2:6 a3=l8 a4=54
Quotient: g = %:Z—i

explizite Darstellung: a, = 2 - 3" 1
ag=2-3"1 =54
rekursive Darstellung: ant+1 = an - 3

a1=2 a2=2-3=6 a3=6-3=18
Summe:

sa= 4y (ax) =2+6+ 18454 =80
sa=23=1—80

151;2; 3;5; 8;13; 21; 34; 55; 89; 144; ..
rekursive Darstellung:

a1 =1l;az =1

a3=1+1=2 as=14+2=3
as=2+3=5 ag=3+5=8

explizite Darstellung:

=1 (59"~ (59)') -

Die Summe der ersten 100 natiirlichen Zahlen. sio0 = 221201 ) =
190100 + 1) = 5050
Die Summe der ersten 6 ungeraden Zahlen. s¢ = 1 + 3 +

5+7+9+11=36

s6 =30 1(2i—1)=6%=36

Addiert man die ersten 6 ungeraden Zahlen, so ist die Summe
6 = 36.

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende.
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\ Komplexe Zahlenebene

\ Komplexe Zahlenebene

Im Im
z1 =3+ 41 z1 =3+ 41
4 1 ° 4 1 >
z1| £ 5
2 + 2 + w2 = 323,13°
z4 =1 \01 53,13°
-< | | 0 A | . -< | 3>
T T A% hd e — 2I Re T T Re
s =
-4 =2 2 2 4
° s T - |z2] =5
25 = —4 — 2i /
o} ]
23 =4 — 3i 23 =4 — 3i
4 4
Y Y
Imaginire Einheit
Die komplexen Zahlen C sind eine Erweiterung der reelen | 3 =—; *=1 ®=4 ¥=-1 " =—i

Zahlen R, um die imaginére Einheit i (j). Die reelen Zahlen R

sind eine echte Teilmenge der komplexen Zahlen C. R C C

i?=-1
,L'4n =1 ,L'4n+1 — i4n+2 =1 ,L'4n+3 —
nez

i

Kartesische Form der komplexen Zahl

z=x 41y

r=Rez y=Imz
T Realteil

Y Imaginarteil

Polarformen der komplexen Zahl

eFxponentialform
z =re'¥
eTrigonometrische Form

z =r(cosp + isingp)

r Betrag von z

® Argument, Winkel, Phase DEG/RAD
Konjugiert komplexe Zahl z*

z=x+ 1y Fr=Z=x—1y

z=re¥ ¥ =re”t®

z=r(cosp+ising) z*=r(cosp—isingp)

Losung von Gleichungen in C

?+1=0 zeR L={}
z? =1 zeC L={i},
z=+/—1
22 4+4=0 22422 +5=0
x’ = —4 g T2EV22-4-1.5
x=+—4 2 = 2.1
Tr = \/Zw/*l 551/2 _ —Qi\/—IG
T =2 o+

T1/2 = 2

—2+4+4: —2—41

xr1 = D) o =

21 =-1%2 @p=-1-2
z1=3+4i xz=Re(z1)=3 y=1Im(z1)=4
20=4—-3i z=Re(z2)=4 y=Im(z2)=-3
z3=2 z=Re(z3)=2 y=1Im(z3)=0
za=1 x=Re(za) =0 y=1Im(z4)=
z5 =—4—2i z=Re(z5)=-4 y=Im(z)=-2
eExponentialform

GradmaB (DEG):z; = 5¢"3313°
Bogenma$ (RAD):z; = 5¢':%3
eTrigonometrische Form

GradmaB (DEG):z2 = 5(cos 53,13° + isin 53, 13°)

BogenmaBl (RAD):z2 = 5(cos 0,93 4 ¢sin 0, 93)

z1=3+4

2 = 5ei5818°
z1 = 5(cos 53,13° + isin 53, 13°)
2] = 5(cos 53,13° — isin 53,13°)

21 =3—4i
—i o
2 = Be—i53:13
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Rechnungen in kartesischer Form

21 =x1+1Y1 22 = X+ 1iYs 21 =2+31 2=4+5i

it eAddition
. ition 21+20=(2+3i)+ (4+5)=(2+4)+B+5)i=
21+22:($1 +Zy1)+($2+2y2) 6+ 82

; Subtraktion

21+ 20 = (21 +22) +1 +

e ( 1 we) i+ ) m—z=(2430) — (A+5)=(2—-4)+i(3—5)
eSubtraktion —_9_9;
21— 29 = (.’L‘1 + iyl) — (372 + iyg) Multiplikation

o _— zz0=(2+430)(A+50)=(2-4—3-5)+(2-5+4-3)i
21— 2 = (1 —x2) + 1 (Y1 — y2) — 71 9%
eMultiplikation Dividen
z1 - z2 = (¥1 +iy1) (T2 + iy2) 2 _ 2430 (24360) (4-54) _
. z 44 5% 44 51)(4— 51

71+ 22 = (2122 — Y1y2) + i (2192 + T201) Pass s A5 2).%i = % — 2
eDivision 42 + 52 42452 ° 41 41

z r1+1
S 1?211 Multiplikation mit konjugiert Komplexen
Z2 T2 T Y2 . z121" = (24 3i) (2 — 3i)
A1 (z1 +1y1) (T2 — iy2) 212" =22+ 32

2 (x2 +iy2) (z2 — iy2) o
2 _ TiT2 +y1ye T2y — T1Ye zz* =13
2 T3+ w3+ o2

eMultiplikation mit konjugiert Komplexen
2:12’1* = (.%‘1 + iyl) (1‘1 — iyl)
ant = a +?

zz* = |2|?

Rechnungen in Polarform

i ; i53,13° i323,13°
21 =r1e'Pt 29 = roe'¥? z1 = 5’ z2 = be’
T eMultiplikation
eMultiplikation . . .
] ) ) Betriage multiplizieren und Argumente addieren
21 - 29 = T1€P1 - roel®2 = pyrgel(P1te2) 2123 =5- 5ei(53,13°4+323,13°) _ 9 i376,26° _ or ,i16,26°
eDivision eDivision
2 riei®t L i(or—n) Betrage d1v1dleren und Argumente subtrahieren
—_ = - = —el\¥17%2 . 56153,130
Zg  T2e'2 Ty A
Potenz zz | 5ei323,13

i(53,13°—323 130) —i270° i90°
. n . =e ( ? ’ = e = e
2" = (re“") = rhe'n?¥
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Kartesische Form in Polarform

z=x+iy in z=r(cosp +ising)=ret 21 =3+ 44
AP r=VPEE =5
’ Y ¢’ = arctan 4
¢’ = arctan( f‘) B
T @ =53,13°
y=4>0Ax2=3>0= 1. Quadrant
y |z ¢ =53,13°
I. Quadrant + 71 = 51
1L Quadrant | + z1 = 5(cos 53, 13° + isin 53, 13°)
III. Quadrant | - | - 2o =4 — 3§
IV. Quadrant | - | + r=+42+4+32=5
DEG RAD (p = arctan <’ %3’)
1. Quadrant o= o=y o' = 36,87°
II. Quadrant | o =180°—¢' | p=7— ¢’ Je nach Vorzeichen von x und y den Quadranten wéahlen.
IIL. Quadrant | ¢ = 180°+ ¢ | o=+ ¢ y=-3<0Az=4>0= IV. Quadrant
o ; y Den Winkel in den Quadranten umrechnen.
IV. Quadrant | ¢ =360°—¢' | p =21 —¢ © = 360° — 36,87° = 323, 13°

: o
25 = 5ei323:13

Polarform in kartesische Form

z=r(cosp+ising) =re¥ in z=ux+iy 2z = 5etsS18’

x =5c0s53,13° =3
y =5sin53,13° =4
z1 =3+ 45

T=rcosp Yy=rsineg

[ 2=+ iy ][ 21 = 11e“" ][ Polarform in Kartesische Form ][ Kartesische Form in Polarform |
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Terme

1.2 Terme
1.2.1 Grundlagen

Definition

Terme sind sinnvolle Verkniipfungen (+,-,-,/) von Koeffizi-
enten (Zahlen) und Variablen (Buchstaben: x,y,z,a..).

Eine Variable ist ein Platzhalter fiir eine Zahl.
Physikalische und geometrische Formeln sind Terme.

Terme konnen mit Hilfe des Kommutativgesetzes, Assozia-

tivgesetzes und Distributivgesetzes umgeformt werden.

Schreibweisen

e Man darf das Malzeichen vor der Variable und vor der
Klammer weglassen.

a-r=ax

a-(z+b)=alx+Db)

e Den Faktor 1 vor einer Variable kann man weglassen.
lx=1lx==x

e Zahlen schreibt man vor die Variable

Tr-a=axr

Termwert - Termname

Jedem Term kann man einen Namen zuweisen. In Klammern
kann man die Variablen des Terms angeben.
Name(Variable 1, Variable 2...)=Term

Ersetzt man die Variablen eines Terms durch Zahlen, be-

rechnet man den Wert des Terms.

- konstanter Term: 2

- linearer Term: 5x

- quadratischer Term: 62>

- weitere Terme:
3-x—4 2yr — 4y
3a — 2b 3zx — 2zu
z? —32% —2? yx® — 3z2% — ux?
52y — Ta? 5ey — 23
V=I-b-h pP=%

- keine Terme:

4+ x4 /4, —Q

-z =3z
cy-3=6y
-x = ax
(z—2)=3(z—2)
-y -5 =dry

8 W NwW

Umfang des Rechtecks:

U(a;b) = 2a + 2b oder U = 2a + 2b

Name des Terms: U Variable: a,b Term:2a+2b
Berechnen der Termwerts:a =5 b=206
U(;6)=2-5+2-6oderU=2-5+2-6
U(5;6) =22 oder U = 22

Termwert: 22

Linearer Term (Funktion)
f(x)y=2z+3oder f:y=2x+3

Name des Terms: f Variable: x Term: 2x+3
Berechnen der Termwerts:x = 5
fB)=2-5+3o0odery=2-5+3

f(5) =13 oder y = 13

Termwert:13
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1.2.2 Umformung von Termen

Addieren und Subtrahieren von Termen

Zwei Terme sind gleichartig, wenn sie aus den gleichen Va-
riablen (Klammerausdriicke) mit den jeweiligen gleichen Ex-

ponenten bestehen. Gleichartige Terme kann man durch ad-

dieren (subtrahieren) der Koeffizienten zusammenfassen:

Multiplizieren und Dividieren von Termen

Die Zahlen multiplizieren (dividieren) und gleiche Variablen

zusammenfassen (Potenzgesetze).

Addieren und Subtrahieren von Summentermen

e Vorzeichen vor Summenterm
+(a+b)=a+b +(a—b)=a-b
—(a+b)=—-a-b —(a—b)=—a+b
e Summenterm und Summenterm
a+b)+(c+d)=a+b+c+d
a+b)—(c+d)=a+b—c—d
a—b)—(c—d)=a—-b—c+d

(
(
(

Gleichartige Terme 2z und 3x

2z + 3x = bz

Gleichartige Terme — 2x und — 3x
Gleichartige Terme 6y und — 5y
-2z +6y — 5y —3x = —Sx+y

z3 + 4x3 = 528

222 4 322 = 522

5c2y + Toly = 122%y

2xy + 3xy + 4z + 5z = Szy + 92

3e” — 2e” =e”

(#? — 5z —27) — (x +3) =

2? —5r—27—z—3=2%— 62— 30
Nicht gleichartige Terme kann man nicht zusammenfassen.
20+ 3y +3 =

22° +3z+2=

z3 + 5zt =

3e2® — 2e” =

2z - 3z = 62°
2¢-322=2-3-z-22=6-2°
6x-22=6-2°

9z

2 _ 3

3z

12 _4

3z =z
2z4+1)+(z+3)=2z+1+z+3=3x+4
2z+1)+(x—3)=2z+14+2—-3=3zx—2
2z4+1)—(z+3)=2z+1—-2z—-3=2—-2

—2z+1)+(z+3)=—2z—-14+z+3=—-x+2
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Multiplizieren von Summentermen - Ausmultiplizieren

Ein Produkt in eine Summe(Differenz) umwandeln.
Jedes Glied mit jedem multiplizieren.

e Faktor mal Summenterm

c-(a+b)=(a+b) -c=ac+bc

e Summenterm mal Summenterm

(a+0b) - (c+d)=ac+ad+bc+bd

(a+b) - (c+d+e)=ac+ ad+ ae+ bc+ bd + be

e 3 Faktoren

c-(a+b)-(d+e)=(ac+bc) - (d+e)=

acd + ace + bed + bee

(@a+b)-(c+d)-(e+ f)=(ac+ad+bc+bd)-(e+ f)=

ace + acf + ade + adf + bce + bef + bde + bdf

[ hier klicken ]

1.2.3 Binomische Formel

1. Binomische Formel

(a+b)2=a’>+2-a-b+0b?
(a+b)?=(a+b)la+b)=a*+a-b+a-b+b?
(—a—b)*=(-1)*(a+b)* = (a+b)’

2. Binomische Formel

(a—b)2=a*>-2-a-b+0?
(a—b)2=(a—-b)a—b=a*>—a-b—a-b+b?
(—a+0)*=(-1)*(a—b)* = (a— D)

3. Binomische Formel

(a+0b)-(a—0b)=a®—b>
(a+b)-(a—b)=a’>—a-b+a-b—1b*=a®—b>

Binomische Formel in der 3. Potenz

‘ (a+0b)3 = a®+ 3a%b + 3ab® + b°

2z +1)-(x—3) =

2¢ -z +2x-(-3)+1-x+1-(-3)=
22% 4 (—6z) + =+ (—3) = 22> — 52— 3
(2? — 52z —27) - (z +3) =

z? x+2% 34 (=bz) -z + (=5x) -3+ (=27) -z +(—=27)-3=
23+ 322 + (—522) + (—152) + (—27z) + (=81) =

x3 — 22 — 42z — 81
(z+2)-(z—3)-(x—5) =
(2 —x—6)-(x—5) =
22— 622 — 2+ 30

(z+5)2=22+10-z+25
(z4+9?%=224+18 -z +81
(—z—9)2=2418 -2 +81
(2-x+5)2=4-2>4+20-2+25
(6-245)% =362 +60-x+25
(z+y)?’=2"+2-z-y+y°
(z-z4+y)? =2 224+2-2-2-y+y°

(z—5)?=2>—-10-2+25
(z—9)2=2>—-18 -z +81
(—z+9)2=2>—-18 -2 +81
(2-2-52=4-22—-20-2+25
(6-2—5)2%=36-22—-60-x4+25
-y’ =2"-2-z-y+¢°
(

z-z—y)P=a>22-2-2-2-y+y?

(x+5) (x—5)=a>—25
(z4+9)-(z—9) =2>-381
3-24+5)-3-2-5)=9-22-25
(7T-24+9)-(7T-2—9) =49 2% — 81
+y) @—y)=2"-¢°

(lz+2)*=1%2*+3.12. 2. 243122 23

(x+2)% =2+ 622 +122+8

(2z+ (=3))* =

2323 +3.22.42.(=3)+3-2. - (=3)> 4+ (=3)°

(2z — 3)% = 82% — 362 + 54z — 27
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Binomische Formel in der 4. Potenz

‘ (a+0b)* = a* + 4ab + 6a%b* + 4ab® + b*

Binomische Formel mit hoheren Potenzen

Die Summe der Exponenten ist n.

n+0=n n-14+41=n n-242=n ...
Koeffizienten(kg, k1..) ibers Pascal’sche Dreieck
(a+b)° 1
(a+0b)! 1 1
(a+b)? 1 2 1
(a+1b)3 1 3 3 1
(a+b)* 1 4 6 4 1
(a+b)° 1 5 10 10 5 1
oder tber den binomischen Satz:
(a+b)" =
(g) a™b’ + (?) a" ot + (;) a7 4+ <Z> a®b™
Binomialkoeffizient
n n! .
p) = m n iiber k

(@+b)" = koab® + k1a" 1ot + koa™ 202 + ... + kpab"

[(a+8)*1[ (=) (@+b)-(@—b) ][ (az +b)* ][ (az+b)*)

1.2.4 Faktorisieren - Ausklammern

Eine Summe(Differenz) in ein Produkt umwandeln.
o Ausklammern eines Faktors

ac+bc=c-(a+b)

e Doppeltes Ausklammern
ac+ad+bc+bd=a-(c+d)+blc+d)=
(a+0b)-(c+d)

e Binomische Formeln

a®>+2-a-b+b*=(a+b)?
a?—2-a-b+b*=(a—0)?

a?—v>=(a+b) (a—0b)

Y+4-(-2)% 2% (-3)+6-(-2)° 2% (-3)*+
2 (=3)° + (-3)*
(—2x — 3)® = 162" + 962> 4 2162> + 216 + 81

1

at + b =1la+1b

(a+b)2 =g 2 b 4 (;)a2_2b2

n=2 k=1 ki=2 k=1
(a +b)? = 1a® + 2ab + 1b*

(a+b)' =

N O =
— N = =

a2+

n=3 k():l k1:3 k}2:3 k}2:1
(a +b)® = 1a® + 3a®b + 3ab® + 11°

n=4 k():l k1=4 k}2=6 k]3=4 k4=1
(a +b)* = 1la* + 4a®b + 6aV* + 4ab® + 1b*

222 + 62 = 2x(x + 3)
Binomische Formeln

22 4 10z + 25 = (z + 5)?

z? — 18z + 81 = (z — 9)?

4a® + 202 + 25 = (22 + 5)2
36 - 22 — 60z + 25 = (6 — 5)°
22 —25= (z+5)(x—5)
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Algebra

Terme

1.2.5 Quadratische Erganzung

T(z) = ax?® +bxr +c

T(z) = a(z? + gm) +c

T(z) =a(2®+ 22+ (£)2 = (&)%) +e¢

T(2) = al(e + &) — (&)%) +c
T(z)=alz+ L) —a Lz +c

T(x) :a(ac—&—%y—%—i—c

oder

T(x) = ax? +bx +c

T(z) = a(z? + Zm + )

T(x)=a(a®+ 2o+ (L) = (£)?+9)

T(z) = al(x + 55)% = (55)° + &
T(z)=alz+ L) —a-Lz+a- <

T(x) :a(m—&—%)g—%—i—c

a<0

Maximaler Termwert = f% + ¢ fiir x=— %
a>0

Minimaler Termwert = —% + ¢ fiir x=— %

Maximalen oder minimalen Termwert bestimmen.

1.2.6 Bruchterme

Definition und Definitionsbereich

Z(x
N(x)

reich ausgeschlossen werden.

Nullstellen des Nenners bestimmen: N (z) = 0

D=R \ {(El,.’EQ....}

Bei einem Bruchterm ist im Nenner eine Variable.

Die Nullstellen des Nenners missen aus dem Definitionsbe-

Nullstellen aus dem Definitionsbereich ausschlie3en:

Erweitern von Bruchtermen

alz) _ a(a)- o(z)
b(x)  b(x)-c(x)

Zahler und Nenner mit dem gleichen Term multiplizieren.

Kiirzen von Bruchtermen

a(x): a(z) : c(x)
b(x)  b(x):c(x)

Zéhler und Nenner faktorisieren - gleiche Faktoren kiirzen.

y=a>—6x+2
y=2>—6x+3>-3242
y=(z—3)%-32+2
y=(x—3)2-9+2
y=(x—3)?>-7

Minimaler Termwert = —7 fiir x = 3

y=2x2+8x+2
y=2(*+4z +1)

y=2*+4c+2>-2>+1)

y=2[(z+2)%-4+1]
y=2[(z+2)? -3
y:2(x+2)2—6

(

y = 2[(x +2)% — 2% + 1]
[
[

Minimaler Termwert = —6 fiir x = —2

y=—4z% + 8z +4
y=—4(m2—2x)+4

y=—4(z> - 20 +12-1%)+4

(
y=—4[(z—1)2 -1 +4
y=—4[(zx —1)> - 1] +4
y=—-4(x—-1)2+4+4
y=—4(x—1)2+8

Maximaler Termwert = 8 fiir x =1

2 p=r\{0}
2
—  D=R\{3}
£5 D =R\ {0;3}
1’(%—3) ’
P 22 —9=0 D =R\ {-3;3}

t+3  (z+3)-2z 22 +6z

z—4 (x—4)-2xr 222-8x

1202 +4 4Bz +1)

23z +1)

422 — 2z~ 2z(2z —1)

2z — 1
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Addition und Subtraktion gleichnamiger Bruchterme

Zéahler addieren bzw. subtrahieren.
a(x) N b(z) a(x)+b(x)

c(z)  cfx) c(x)
a(z) b(x):a(x) —b(x)
c(x)  c(x) c(x)

Addition und Subtraktion ungleichnamiger Bruchterme

Briiche durch Erweitern gleichnamig machen.
a(@) | cx) a(z) - d(z) c(x) -bx)  _
b(x) d(z) b(x) - d(x) b(x) - d(x)
a(z) - d(z) + c(x) - b(x)
b(z) - d(z)
a(z) clx) _alz)-dx)  clx)-bx) _ a(r) - bz)
bx) d(z)  b(x)-d(z) b(z)-d(z)  b(x)- d(=)

Multiplikation von Bruchtermen

Ziahler mal Zahler und Nenner mal Nenner.
a(z) c(z)  alz)-c(z)

b(x) d(x)  b()-d(x)

Division von Bruchtermen

Mit dem Kehrwert des Bruchterms multiplizieren.

Bruchterm durch Bruchterm:
a(@) c(z) a(@) d) az)-dx)

b(z) “d(z)  blz) c(z)  b@)-c(z)
Bruch durch Term

a(x)
b(z)  a(x) e(z) = a(x) 1 a(x)
e(x)  b(x) b(z) e(x) blx)-e(x)

£+i72+4 6 _2
39[:5JU 395_ 3390 5?3)Cw_3x
Tx—2 Tr—2 Tz—2
3_1_ 3 _2-(x+4)+ 3-50 2. (x+4)+3-5z
50 z+4  bz(z+4) bx(z+4) S5z(z +4)
_ 2z +8+ 15z 17z +38
~ bx(z+4) S5z(x + 4)
3z 5 _ 3x-5 15z
r+4 6z (z+4) -6z 6z (x+4)
3.5 _3 6 360 189
4r "6 4x 5  4x-5 20z 10
4x0374m.67m74m-61‘ 242>
C6x 5 5
3., _3 1 _ 3 _
4z *77 4z 5 4x-5r 2022
3
L _3 5 _3 6_36 18 _9
5 T 4x 6z 4z 5  4x-5 20z 10
6z

c(x) d(x) 1 elx) c(x)
d(z)
Doppelbruch
a(x)
blx) _ a(x) clx _a z) dz _ a(x) - d(x)
c(r) blx) dx) blx) cx b(zx) - c(x)
()
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1.2.7 Polynomdivision

Die Polynomdivision funktioniert #hnlinch wie die schriftli- 323 — 102 + 7o — 12

che Division. z—3
tvision e hochste Potenz des Zahlers durch

e Voraussetzung: Zahlergrad = Nennergrad die hochste Potenz des Nenners teilen
e hochste Potenz des Zéahlers durch die héchste Potenz des % = 32?2
(3z% —102® +7x —12 ):(z —3) = 32>

Nenners teilen g
e Nenner mit dem Ergebnis multiplizieren und abziehen

e Nenner mit dem Ergebnis multiplizieren und abziehen (z — 3)32% = 32° — 922
e hichste Potenz des Restpolynom durch die héchste Potenz (391033 —109202 +7r 12 ):(z—3) =327
des Nenners teilen =l _9$2)
=48 +7x —12
usw. e hochste Potenz des Restpolynom
o Wiederholen bis Zahlergrad < Nennergrad durch die hochste Potenz des Nenners teilen
_;2 = —x
USWw...
3z —10z> +7x —12 ):(zx—3)=32>—2+4
—(3z®  —92?)
-z +7z  —12
—(—z? +3z)
4x —12
—(4z -12)
0
ePolynomdivision mit Rest
(x? —5x =27 ):(w+3)=x—8+z;+33
—(2*  +3x)
—8x —27
—(—8x —24)
—3
ePolynomdivision mit fehlenden Potenzen beim Zahler
(«® +8 ):i(z—2)=a22+22+4
—(2® —22%)
217 +8
—(22° —4z)
4x +8
—(4x -8)
16

[ hier klicken ]
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Gleichungen

1.3 Gleichungen
1.3.1 Grundlagen

Definition

Termwert der linken Seite T} () ist gleich dem Termwert der
rechten Seite Th(z).

T1 (l‘) = T2 (J?)

Grundmenge G - Definitionsmenge D - Losungsmenge L

e Die Grundmenge G ist die Zahlenmenge, die man fiir die
Variable einsetzen mochte.

e Die Definitionsmenge D ist die Zahlenmenge, die man fiir
die Variable einsetzen kann. Aus der Grundmenge werden
jene Elemente ausgeschlossen, fiir die die Gleichung nicht
definiert ist.

Bei Gleichungen mit

- Briichen, muss der Nenner ungleich Null sein.

- Wurzeln, muss der Radikand gréfier gleich Null sein.

- Logarithmen, muss der Numerus grofier als Null sein.

e Die Losungsmenge L sind die Zahlen, die beim Einsetzen
in die Gleichung eine wahre Aussage ergeben und in der De-
finitionsmenge enthalten sind.

e Gibt es keine Losung der Gleichung oder ist die Losung
nicht in der Definitionsmenge enthalten, so ist die Losungs-

menge die leere Menge L = {}.

Ti(z) = Tz(z)
2-(x+3)=>5x
2x + 6 = 5z
B=2

T>(z) = bz

—5x-4=6 a=-2

—5-(=2)—4=6
6 = 6 wahre Aussage
G=N D=N -2¢D L={}
G=0Q D=Q —-2¢eD L ={-2}
G=R D=R —2eD L ={-2}
2 3
z4+4 -1 v=-l
2 3

14+4 —14-1
1 1

wahre Aussage

Die Nullstellen des Nenners miissen aus dem Definitionsbereich
ausgeschlossen werden.
r—1=0 r=1
r+4=0 r=—4
G=R D=R\{-4;1}

Vve—T=4
V23 —-T=4
4=4 wahre Aussage

Der Radikand muss gréfler gleich Null sein.
r—T72>0 x>
G=R D= [7;00[

—14eD L={-14}

r =23

23eD  L={23}

log, (—z+2)=3 x=—6
log2(—(—6) +2) =3

3=3 ( wahre Aussage)

Der Numerus muss grofler als Null sein.
—x+2>0 r< =2
G=R D =] — oo; —2[

—6eD L={-6}
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Aquivalenzumformung
Durch eine Aquivalenzumformung dndert sich die Losungs- Vertauschen der beiden Seiten
. . . —-2=8 8=z -2
Gleich ht. r
Ilr.lenge emer Lrfeichung nic Addition des gleichen Terms auf beiden Seiten
Aquivalenzumformungen von Gleichungen: z—2=8 /42
e Vertauschen der beiden Seiten xT—2+2=8+2
o . . . z =10
e Addition des gleichen Terms (Zahl) auf beiden Seiten Subtraktion des gleichen Terms auf beiden Seiten
e Subtraktion des gleichen Terms auf beiden Seiten 3z —2=2x+3 / — 2z
e Multiplikation mit dem gleichen Term (ungleich Null) auf 3r—2x—2=2r—2x+3
. . z—2=3
beiden Seiten Multiplikation mit dem gleichen Term auf beiden Seiten
e Division mit dem gleichen Term (ungleich Null) auf beiden 2 _; /- (z—3)
Seiten %;_( 5’ —3)
Quadrieren (Potenzieren mit einem geraden Exponenten) -3 5:(@=3)
ist keine Aquivalenzumd Der berechnete Wert 2=5(z~3)
15t keine Aquivalenzuimlormung. Der berechnete Wert, 1muss Division durch den gleichen Term auf beiden Seiten
durch das Einsetzen in die Ursprungsgleichung tiberpriift 4r =8 /4
4z _ 8
werden. 4 T
B = 2
Quadrieren
Vi=-4 D=R{|/z=4 D=R}
VE = (—4)? VI =42
r =16 =16
Vv =—-4 V=4
V16 # —4 V16 =4
L={} L = {16}
1.3.2 Methoden
A A V
4 + 4 */
.l A1
= -2 x|= =3
-< | ra) | . | | | >
T A% T T T U T T
-4 - 2 -4 =2 2 4
N _9 1
—4 + —4 4+ g(@)=3z+3
%:1:2: 1x+3 v f(z) = %xz—%x—ﬁ 1w 1z 43 v f(x):%xz
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Graphische Methoden

e Schnittpunkt der Funktion mit der x-Achse:
- Gleichung nach Null auflésen
- Gleichung als Funktion schreiben

- Graph der Funktion zeichnen

(Nullstellen) ablesen

e Schnittpunkt zwischen 2 Funktionen:

- Graphen der Funktionen zeichnen

Graphen ablesen

- Losung der Gleichung: Schnittpunkte mit der x-Achse

- linken und rechten Term als Funktionen schreiben

- Losung der Gleichung: x-Wert der Schnittpunkte der

Numerische Methoden

- Gleichung nach Null auflésen
- Gleichung als Funktionsterm f(x) schreiben
- Nullstellen von f(x) berechnen

o Newtonverfahren
Tn

Tn+1 = Tn —

f'(wn)
- Funktion ableiten: f/(x)
- Startwert xy wahlen

- Funktionswerte f(z¢) und f’(z)berechnen

o = 2y — L E0)

f'(@o)
—x1 einsetzen und 2. Ndherung berechnen:
oy — 11 f(z1)

f'(@1)

e Intervallhalbierung

-unterschiedliche Vorzeichen von f(a) und f(b)
- Nullstelle liegt im Intervall [a; b]

- Mitte zwischen a und b ermitteln:

my = aJZrb

- Mitte zwischen a und b ermitteln:

my = aJQrb

Uusw.

- Werte einsetzen und 1. Naherung z; berechnen:

- sind die Vorzeichen von f(m1) und f(a) gleich, wird a = my

- sind die Vorzeichen von f(m;) und f(b) gleich, wird b = m;

- sind die Vorzeichen von f(ms) und f(a) gleich, wird a = mo

- sind die Vorzeichen von f(mg) und f(b) gleich, wird b = msq

Gleichung: %mz = %x +3

Gleichung nach Null auflésen

%mQ — %m -3=0

Gleichung als Funktion schreiben
fl@)=3%2>—32-3

Graphen der Funktionen zeichnen

Losung der Gleichung: Schnittpunkte mit der x-Achse

1’1:3 1132:—2

Gleichung: %mg = %w +3

linken und rechten Term als Funktionen schreiben:
f(z) = a*

g(z) =32 +3

Graphen der Funktionen zeichnen
Losung der Gleichung: Schnittpunkte der Funktionen
r1 = 3 XTo = —2

Newtonverfahren Intervallhalbierung
ir°=1z+3 10’ =1x+3
Funktion Funktion
f(z)=32"—32-3 f(z)=32"—32-3
Funktion ableiten: Nullstelle im Intervall[1; 4]
ff@)y=x-1 a=1 b=4
_ f(zn) f)=-3 f4)=1
Tn+1l = Tn f/(-Tn) mi = 12i4 =25
Startwert: zo = 4 f(2,5) = —2,625
f(4)=3 a=mi =25
f'(4) =33 Nullstelle im Intervall[2, 5; 4]
_ ., f@ my = 2544 — 3 25
xr1 = 4 2
f/(4) £(3,25) = 0, 65625
=d- 2 b=mg =325
33 Nullstelle im Intervall[2, 5; 3, 25]
1 = 3%
Ton 2y,
f'3%) =24 )
31
P ()
f'(37)
18
1 49
z9 =32 — 22
7 2%
T2 =
£(3) = 0,00966
f3)=25
f(3)
—3—
R C)
4o g 0,00966
8 2,5
T3 = 3
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Algebraische Methoden
e Lineare Gleichungen: Lineare Gleichung
ar+b=cxr+d 20 +4=62+7 /—6z
) ) . —dz+4=7 /-4
Loésung durch Auflésen nach der Variablen. Ay — 3 /: (—4)
e Potenzgleichung: z=-3
2 2 —C —c
av® +c v a T1/2 Vo a Potenzgleichung:
—b 2_16=0 /+16
3 _ _ 30 €T +
ax®+b=0 T = " 2% — 16
Auflésen nach der Variablen und die Wurzel ziehen. r = +v16
e Faktorisieren T =4 T2 = —4
Jeder Summenterm enthélt die Variable mit unterschiedli- Faktorisieren:
chen Potenzen. x> — 162 =0
2 _
ar? +bx =0 z(ax +0)=0 x(x 716)_.0 ) )
3 9 Ein Produkt ist dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist.
ax’ +bxr =0 z(azx® +b) =0 21=0 V 22-16=0
az® +bz* =0  2%(ax+b)=0 2> —16=0
To = 4 xr3 = —4

Losung der Gleichung durch Auflésen nach Null und fakto-
risieren des Terms. Ein Produkt ist dann Null, wenn einer
der Faktoren Null ist.

e Quadratische Gleichung;:

ar’? +br+c=0

Loésung mit Losungsformel fiir quadratischen Gleichungen

—b+tvVb2—4-a-c

e Kubische Gle%c'h%mg mit Konstante:
axd + b2’ +d=0
axd+cxr+d=0
axd +bx?+cxr+d=0

Losung durch Polynomdivision.

e Biquadratische Gleichung: az* + bz? + ¢ =0
Losung durch Substitution.

Ty/2 =

e Terme und deren Umkehrung:

x| xw
9 a” | log,(z) sin(z) | arcsin(a)
x +/x
R e | In(x) cos(z) | arccos(a)
x| x5 =
10 | log x)  tan(x) | arctan(a)

Tw | xw
Losung durch Auflésen nach dem Term und Anwendung

von deren Umkehrung.

Quadratische Gleichung:
%xz = %x +3
Gleichung nach Null auflsen:

1.2 1 _
5T 52—3=0

%
a5 =4 59

T1/2 = T

2.3
Ir1 = 3 T2 = —2
Umkehrung:
2" =8 z = log,(8) r=3
log,(z) =3 z=2° r=38

e®*t4) = 3 /1n
3z +4=1In(3) /—4 /:3
xz = —0,967
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1.3.3 Lineare Gleichung
e Klammern auflésen 2lz+5=4(z-2) -2z +12
e Terme zusammenfassen Klammern aufisen:
L . ) 2lz+5=4r-8-2z+12
e Aquivalenzumformung: Alle Terme mit der Variablen auf Terme zusammenfassen:
die eine Seite und alle Terme ohne Variable auf die andere 2z +5=2x+4
Seite Aquivalenzumformung:
2lz+5=2x+14 /=5 / — 2z
o durch die Zahl vor der Variablen dividieren 2l _9r=4_5
2
durch die Zahl vor der Variablen dividieren:
3T = /3
r = 1
2
r=-2
a-x=b
a-r=»b /:a 5-x =145 /:5 —2-z=-6  /:(-2)
b 45 .
r=— 5 =2
a r=29 B=3
x+a=Db
z+a=5b /—a z+2=5 /=2 zxz4+5=-T /=5
s z=5—2 m==71=5
r=0—a x=3 = =12
a-x+b=c
a-z+b=c /_b 5-2—4=6 /+4 —2.24+4=-6 /—4
5.-2=10 /:5 —2.z2=-10 /:(=2)
a-x=c—b /:a 10 10
c—b ~ 5 T
= a T =2 r=2>5
X
gy
a
x
- = b / -a .
a ) 5= 5 /-2
reoa =52
z =10
x
s=-7 /-5
x=-T-5
x=—-35
a—x=Db

a—x="b /—a
/[ (=1)

—r=b—a

r=a-—>b

—z=5—2 T=-7T+5
—z=3/:(-1) Tz =—
z=-3
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x—a=D>b

r—a=2»b
zr=b+a

/+a

ax+b=cx+d

ar+b=cx+d
ar—cr+b=d

/ —cx

/=0

(a—c)x=d-b /i (a—c)
a—c#
x:d:g

[a-z+b=c]la-z+b=c-z+d][a-z+b=0][a-xz=d]

1.3.4 Quadratische Gleichung

Umformen: ax? +c¢ =10

Ty == _TC
Diskriminante:
D ===

a
D = 0 eine Losung
D > 0 zwei Losungen
D < 0 keine Losung

Faktorisieren: ax? + bx =0

a2 +br=0
z(ax+0)=0
-b
I1=0 V To = —
a

Lésungsformel (Mitternachtsformel): ax? + bx + ¢ = 0

a2 4+br+c=0
—bEVb2—4-a-c
2-a

T1/2 =
Diskriminante:
D=b—4-a-c

D = 0 eine Losung
D > 0 zwei Losungen
D < 0 keine Losung

x—2=5 /+2 x—-5=-T7
r=5+2 r=-T74+5
r=17 r=—-2
20 +4=06x+7 / — 6z
Ax+4=7 -4
—4r =3 /:(—4)
x— 3
—3% =% /+(=3%)
I+
-3
B = 3t i
l’l—% 322:—%
—2z2 -8z =0 x—x=0
z(—2x—-8)=0 z(z—1)=0
1 =0 x1 =0
—22-8=0 /+8
—2z =38 /:(=2) z—1=0
bl o= 1
-2 xo =1
x2:74

2243x—-10=0

_ —3+,/32—4-1.(-10)

Ty/2 =

2-1

-3+ 49
T2 =g

—3£7
T1/2 = 2

-3+7 —-3-7
xr1 = 2 T2 = B
131:2 1’27—5

/+5
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Algebra

Gleichungen

p-q Formel: x> +px+q=0

2> +pr+q=0

P P\ 2
ra =5 /(5) —a

Diskriminante:

2
D=(3)"~q
D = 0 eine Losung

D > 0 zwei Losungen

D < 0 keine Losung

Satz von Vieta: x* + px+q=10

224+pr+qg=0

x1, x9 sind die Losungen der Gleichung
(x—x1) - (x —22) =0

2 —rg-r—x1-x+x1-29=0

22— (1 +2)r+ 1122 =0
T1+x2=—p

T1-T2 =¢(¢

[az® + bz +c=0]

1.3.5 Kubische Gleichungen

Umformen: ax®> +b =0

ax?+b=0
ar® +b=0 /—b

Faktorisieren: ax® + bx = 0

az® +br=0
z(az? +b) =0
1‘1:0 \Y

(az? +b) =0

z2+3x-10=0

3 3\’
= — — — — —1

1 1
1’1/2 = —15 i3§
:13122 322:—5

> +3z-10=0
p=3 q=-10
r1+ T2 = —3
xl-xzle
2—-5=-3

2. (=5) = —10
331:2 XTo = —
(z—=2)-(z+5)=0

32° +24=0
32°+24=0 /—24
32 =-24 /:3

x3:f24
x= -8
r=-2
—3224+24=0

—3z3+24=0 /—-24
—3z3=-24 /:(-3)
B~
T -3
r=+8

B=2

-9z 4+ 252 = 0

z(—92% +25) =0

Sz1=0 V —9224+25=0
92> +25=0 /—25
—92% =25  /:(=9)

—25
2 _
"
x::t,/2%
.’l’zzlg :L‘3:—1%
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Faktorisieren: ax® + bx? =0

ax® +bx? =0

2?(ax +b) =0

212 =0 Y (ax +b) =0
Polynomdivision

az® +bx2+d=0
a4+ cx+d=0

ar® +bx’> +crx+d=0
e Die ganzzahligen Faktoren von d in die Funktion einsetzen.

Wird bei einem Faktor der Funktionswert Null, hat man eine
Nullstelle zy gefunden.

e Wenn 1z ein Nullstelle von {(x) ist, so ist f(x) durch (z—z¢)
ohne Rest teilbar.

e Mit dem Linearfaktor (z — xg) wird die Polynomdivision
durchgefiihren.

(ax® +bx® +cx+d): (v —x) = fa* +dr +e

f(x) = (az® +b2% + cx +d) = (x — x0) - (f2® +dx + e)

[ hier klicken ]

1.3.6 Gleichungen héheren Grades

Gerader Exponent: ax" +¢ =0

ar+c=0 /—c

n

ar™=—-c /:a

— n/ —C
Ti2 =+
Diskriminante:
D = =<

a

D = 0 eine Losung
D > 0 zwei Losungen

D < 0 keine Lésung

—632% — 1312 =0
2?(—632z—133) =0

=21=0 V —63z-13;=0
—6%30 - 13%1 =0 /+313§
—62x =131 /:(-62)
_ 13
3
—62
Tr3 = —2

22 +322-4=0

x®+3z2 —4=0
d =4 Ganzzahlige Faktoren: + 1,42 +4

f(1)=0
Nullstelle gefunden: z; =1
(x3 +322 —4 ):(xfl):x2+4x+4
—(SEB —562)
427 —4
— (42  —4x)
4x —4
—(4z —4)
0
122 442 +4=0
4+ V42-4-1-4
T2/3 = 2.1
T2/3 = 774 = \/6
420
T2/3 = 2
x2:74+0 x3:7470
2 2
T2 = —2 r3 = —2
-2z +162=0 /—162
—22* =162  /:(-2)
4 —162
7 = —5
x = +v/81
r1 =3 T2 = —3
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Ungerader Exponent: ax" +¢ =10

ax™+b=0
ax™+b=0

Biquadratische Gleichung (Substitution)

ax* +b2?4+¢c=0

eSubstitution (ersetzen)

u = 22 u? = (552)2 =zt

au? +bu+c=0

b+ —4-a-c
2-a

eResubstitution

Ty2 = £ur  x3p4 = £\ uz

ax® +bx3 +c=0

eSubstitution (ersetzen)

Uy =

u=2x3 u? = (x3)2 =2
au?+bu+c=0
—bEtVb2—-4-a-c

Urj2 = 2. a
eResubstitution
T1 = Jur Ta = Jus

[ hier klicken ]

1.3.7 Bruchgleichung

Uberkreuzmultiplikation

e Nullstellen des Nenners aus dem Definitionsbereich
ausschlieflen.

eDas Produkt aus dem Zéhler des linken Bruchs und dem
Nenner des rechten Bruchs ist gleich dem Produkt aus
dem Nenner des linken Bruchs und dem Zéhler des rechten
Bruchs.

e Gleichung l6sen.

e Losungen miissen im Definitionsbereich enthalten sein.

a
bx—|—c:ex+f @rlert )= dbet

52°+320=0 /—320
503 =-320 /:5
3 320

3= 20
z=—+v64

r=—4

z* — 1022 +9=0
u:m2 u2=x4

1u? —10u+9=0

+10+4/(-10)> —4-1-9

Gl = 2.1
410 + /64

10i%
Uy/2 = 9

10+38

uy = U2 =
2

Uy/2 =

10 -8
2

U1:9 UQ:1
z2=9
z = +/9
$1:3
22=1

x=+v1

333:1

322:—3

3242—1

2 3

z+4 -1

Definitionsbereich: D=R\{-4;1}
Uberkreuzmultiplikation: 2+ (z — 1) = 3 - (z +4)
20 —2 =3x + 12

z=—14
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Gleichungen

Mit dem Hauptnenner durchmultiplizieren

e Nullstellen des Nenners aus dem Definitionsbereich
ausschlieflen.

e Gleichung mit dem Hauptnenner durchmultiplizieren.

e Gleichung losen.

e Losungen miissen im Definitionsbereich enthalten sein.

1.3.8 Exponentialgleichungen

b*=a

eb*=a a>0

b¥*=a /log,...

log,, (b") = log,, (a)

Logarithmengesetz: logyb” = xlog, b = x
v = log, (a)

ee*=a a>0

Basis: e = 2,718.. (eulersche Zahl)

e =a a>0

e*=a /In...

In(e®) =1n(a)

Logarithmengesetz: Ine” = xlne =«

z =1n(a)

el0*=a a>0

Basis: 10

10"=a a>0

10" =a /lg...

Ig (10%) = lg (a)

Logarithmengesetz: [g10¥ = x1gl10 =z
z =lg(a)

2 _ 1
5¢  x+3

Definitionsbereich: D=R\{-3;0}

Hauptnenner:5x(x+3)
2-5x(x+3) 1-5z(x+3)

Sz (z+3)
2-(x+3)=>5x
2z 46 = Sz
z=2
2" =8
z = log, (8)
z=3
e’ =4
z =1In(4)
x=1,39
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a-blextd) L £—

a- b(cz+d) + f =0

a-bleetd 4 f=0 /- Ff

a-bleztd) — _f /:a

pleztd) = =L /log, (...)

%f >0=

log;, (b(“*d)) = log, (%)
Logarithmengesetz: logyb™ = nlog, b =n
(cz + d) log, (b) = log, (%f)
cx+d:10gb<%f) /—d /:c

logb(%f)—d
(&

[ < 0= keine Losung

[0 =a)[e" =al][ a4+ [ = 0] aelt 4 f = 0]

1.3.9 Logarithmusgleichungen

logyx =a

elogyx=a /b

=0
elgx=a /10
T =10°

elnx=a /e

T =e®

alogy (cx+d)+£f=0

alogy (cx +d) + f =0
alog, (cx+d)+ =0 /]
alog, (cx +d) = —f /:a

log,, (cx + d) _Tf /b
pllog, (cz+d)) — p(=L)
(=)
cr+d=">b\"s /—d /:c
»(ZH) _ g
p—_"7"¢
c

—2.2@=8) L 4 =0
—2.2@ ) L4—0 /-4
—2.2@=3) — 4 /. 2

2(2z+3) —92 /10g2
2z + 3 = log, (2) /=3 /2
z=-1

Basis: e = 2, 718..(eulersche Zahl)
2.eB2t) _6=0

2.e82tY _6=0 /46
2.eG2t) — 46 /:2

e+ — 3 /1In
3z+4=1In(3) /—4 /:3

x = —0,967
logax = 3
z=2®
z=2_8

In(z) =1,39
z — (1,39)
z=4

2-logs(4x+5)—4=0

2-logs(4z+5)—4=0 /+4

2-logs(4z+5)=+4  /:2

log; (4z +5) =2 /3

de+5=3> /-5 /:4
3?-5

Tr =
Basis: cha = 2,718..(eulersche Zahl)
log,z=1Inzx 4-In(bz+7)+8=0
4-In(Gz+7)+8=0 /-8
4-In(dz+7) = -8 /4
In(5z +7)=-2 /e
5047 =e> /=T /:5

e 27

5
z=-1,37

[logpx = a ][ In(z) =a][alog, (cx +d)+ f=0][aln(cx+d)+ f=0]
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Algebra

Gleichungen

1.3.10 Trigonometrische Gleichungen

Grundlagen trigonometrische Gleichungen

e Losung der Gleichungen:
sin(e) =a cos(a) =a tan(a)=a

e Der Arkussinus (Arcuscosinus,Arkustangens) des Be-
trags von a ist die Losung im 1. Quadranten.
GradmaB(DEG):

o = arcsin(|a|) = sin™*(|a|)

o' = arccos(|a|) = cos™1(|a|)

o' = arctan(|a|) = tan~(|a|)

Bogenmaf(RAD):

x' = arcsin(|a|) = sin™*(|al)

x' = arccos(|a|) = cos™1(|al)

2’ = arctan(|a|) = tan=!(|al)

e Je nach Vorzeichen von a die Quadranten wéhlen.

sina | cosa | tana
I. Quadrant + + +
II. Quadrant + - -
III. Quadrant - - +
IV. Quadrant - + -

e Umrechnen des Winkels in die Quadranten.

DEG RAD

I. Quadrant Q@ X
II. Quadrant | 180° -« | m—=x
III. Quadrant | 180°+« | 7+ =
IV. Quadrant | 360° —« | 27 —

e Der Sinus und Kosinus sind periodisch mit der Peri-
ode 27(360°).

D=R keZ

L = {a+k - 360°} (DEG)

L = {z+k - 27}(RAD)

- Der Tangens ist periodisch mit der Periode w(180°).
D=R keZ

L = {a+k - 180°} (DEG)

L = {az+k-7}(RAD)

Winkel in GadmaB:ae k € Z

sina = —%

—% < 0 = Losung im III Quadrant und IV Quadrant
o =sin'(] - 3|) =30°

IIT Quadrant: oy = 180° + 30° = 210°

D=R L ={210°+k-360°}

IV Quadrant: as = 360° — 30° = 330°

D=R L ={330°+k-360°}

D = [0;360°] L = {210°;330°}

Winkel in Bogenmafi:x &k € Z

sinx = —%

— e —lr_ 1
z=sin""(—3)
z' = sin™'(] — 3]) = 0,524

III Quadrant: x1 = 7+ 0,524 = 3,67
D=R L={3,67+k- 27}

IV Quadrant: x2 = 2w — 0,524 = 5,76
D=R L={576+k- 27}
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] Sinus durch Kosinus = Tangens

asin(z) = beos(z)  /:a/:cos(z) 8531(2)(5”) = 4cos(z)  /:8/: cos(x)
sin(z) _b cos(x) =38

cos(x) a tan(a:) _ %

tan(z) = 3 z = arctan(3)

z = arctan(2) xr=9,463(RAD)  a= 26,56 (DEG)

[siha=a sinz=al[cosa=a cosz=al[tana=a tanz=a]

1.3.11 Betragsgleichung

lax + b = ¢ |22 +3| =7
e Aufspalten der Betréige in einzelne Intervalle. |22 + 3| = 2z +3) - 2
—(2x o< =3
- Betragsstriche sind nicht nétig, wenn der Term des Betrags o 1. Losung fiir z > 53 2
positiv ist. a;v—kaOfﬁrxz_Tb 20 +3=17
. . . 20+3=7 /-3 /:2
- Betragsstriche sind nicht notig, wenn der Term des Betrags 5
T =
negativ ist und dafiir zusdtzlich ein Minuszeichen vor den 1. Lisung ist die Schnittmenge aus = > 52 Az = 2
Term geschrieben wird. ax +b <0 fir z < %b 1. Lésung = = 2 X
_ 2. Losung fir z < =2
ar +b x> =t * 2
lax + b| = ( ) - —(2z+3)="7
—(ax +b) < = 20+3=-7 /=3 /:2
e 1. Lésung fiir o > =2 T =-5
2. Losung ist die Schnittmenge aus z < ’73 ANx =—5
ar+b=c ..
2. Lésung x = —5
ax+b=c /—b /:a Vereinigungsmenge aus 1. Losung und 2. Lésung
= c=b r=2 V x=-5
a
e 1. Losung ist die Schnittmenge aus x > %b ANz = C;b 2¢ 43| = -7
" . —b =3
. == > =3
e 2. Losung fiir < — |2x+3|:{ (2322+3)3 2> 5
—(ax+b)=c /:(-1) i .f( 9U+_3) T < 5
e 1. Losung fir z > 5~
ar+b=—c 2x+3=-7
ax+b=-c /—-b /:a 20+3=-7 /=3 /:2
= =c=b =5
a 1. Losung ist die Schnittmenge aus = > ’73 AT = -5
e 2. Losung ist die Schnittmenge aus x > %b N = %‘b 1. Losung ist leere Menge
e Gesamtlosung ensteht aus der Vereinigungsmenge von 1. o 2. Losung fir z < 3
Li d2. L —(2z+3)=-7
o6sung und 2. Loésung % +3=+7 /=3 /:2
B = 2

2. Losung ist die Schnittmenge aus = < ’73 Nx =2
2. Losung ist leere Menge
Gesamtlosung ist leere Menge
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Algebra Ungleichungen

1.4 Ungleichungen
1.4.1 Grundlagen

Ungleichheitszeichen
x < b | kleiner als weniger als B> =3
x > b | grofler als mehr als -t
x < b | kleiner oder gleich | hochstens -5-4-3-2-101 2 3 4 5 6 7
x >0b | grofler oder gleich | mindestens z<5
—l L L L L L L L [ | | [
Iy I I I I I I I I I o T [
-5—-4-3-2-101 2 3 4 5 6 7
Intervalle in der Mengenschreibweise
offenes Intervall |-3;5]={z e R| -3 <z <5}
Intervall Mengenschreibweise a1
o < (NN T T T T T L | T >
a<z<b||ab={reRla <z <b} 5. 4.3-9-10 192 3 45 6 7
x<b J]—o0;b[ = {z € Rz < b} —3¢1-3;5] 5€]-%5 —1€]-%5 6¢]-3;5]
r>a la; oo = {z € Rlz > a}

]—00;5] = {z € Rz < 5}
halboffenes Intervall

Intervall | Mengenschreibweise <t —t—t—t—t—ttt]———
w<z<b|]abl={zcRla<z<b) 5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7
—123 € |—o0; 5] 5 € ]—o0; 5] 6 ¢ ]—o0; 5]

a<z<b| [a;b]={xr eRla<z<b}
x<b ]—00;b] = {z € Rjx < b}
[a;00[ = {z € R|z > a}

T >a

abgeschlossenes Intervall

Intervall Mengenschreibweise
a<zx<b| [a;b] ={x eRla<z<b}
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Schnittmenge N - und zugleich A
a<b G=R x>-2Ax>3=x>3 ]|-2;00[N]3;00[=]3;00]
Intervall Mengen
r>alhNz>b | x>0b Ja; co[ N ]b; oo 1b; oo —
r—-
r<aAhz<b|zx<a |—o0;alN]—o0;b[ | ]—o0;a] ; = >
< | | | | | | | | | | L
r>aANz<b|a<z<b | ]a;oo[N]—oo;b] Ja; b] L -
-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7
z<aAhz>b| {} |—o0; a[ N ]b; 00] {}
< 2ANzx<3=x< -2 |-00;—2[N]—-00;3[=]—00;—2|
e r
= L
< | | | | | | | | | | L
D e e L B L L L
-5-4-3-2-101 2 3 4 5 6 7
z>-2Ax<3=-2<x<3 ]-200[N]-00;3[=]-2;3]
- 1 L
< | | * | | | | | | | | lt
D e e e L B L L L
-5-4-3-2-101 2 3 4 5 6 7
< —=2Az>3={} J—oo0;—2[N]3;00]={}
- | [ T T T R R R N
o T T T T T T T T T T T T
-5-4-3-2-101 2 3 4 5 6 7
Vereinigungsmenge U - oder auch Vv
a<b G=R x>-2Vzx>3=z>-2 |-2;00[U]3;00[=]-2;00]
Intervall Mengen
x>aVe>b | z>a | |a;oo[U]b;00] Ja; oof | ] >
r<aVe<b|z<b | ]-oo;a[U]—o0;b] | |—o0;b] ; >
-1 | Loy
z>aVe<b | zeR | Ja;oo[U]—o0;b] R ST
-5-4-3-2-101 2 3 4 5 6 7
r<aVaz>b |—o0; al U b; oof R\ [a; b]
r<—2Vax<3=x<3 ]-oo;—2[U]—00;3[=]—00;3]

Y

e~
ot
(=}
-3

| |
f T
-5-4-3-2-10 1 2
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1.4.2 Aquivalenzumformung

Durch eine Aquivalenzumformung &ndert sich die Lésungs-
menge einer Ungleichung nicht.

Aquivalenzumformungen von Ungleichungen

e Vertauschen der beiden Seiten = Umdrehen des Un-
gleichheitszeichens

e Addition des gleichen Terms (Zahl) auf beiden Seiten

e Subtraktion des gleichen Terms auf beiden Seiten

e Multiplikation mit dem gleichen Term (ungleich Null) auf
beiden Seiten

Multiplikation mit einer negativen Zahl = Umdrehen des
Ungleichheitszeichens

e Division durch mit dem gleichen Term (ungleich Null)
auf beiden Seiten

Division mit einer negativen Zahl = Umdrehen des Un-

gleichheitszeichens

1.4.3 Lineare Ungleichung

A
gl:y:%x-‘,—l

Vertauschen der beiden Seiten

r—2>8 8<xr — 2

Addition des gleichen Terms auf beiden Seiten
x—2>8 /+2

x—24+2>8+4+2

x> 10

Subtraktion des gleichen Terms auf beiden Seiten
3x—2<2x+3 / —2x
3x—2x—2<2x—2x+3

r—2<3
Multiplikation mit dem gleichen Term auf beiden Seiten
5 <-4 /-2 5 <4 - (—2)

2.9 4D | B DA

T <=8 >8

Division durch mit dem gleichen Term auf beiden Seiten
2e>—-4 /:2| B >—-4 /:(=2)
5:2>-4-2 = (E2)<—44(=2)

> -8 <8

4+ L
L2 >0 fir @ < 2
2 —+
iz 4 0 fiir 2 > —2 \
- | ra) | | 3 - | | yal | 3
-~ T U T T - -~ T T U T -
/2 2 4 —4 -2 2\ 4
1 <0 fiirz < 2 §x~»2<0fﬁrm 2
—4 4 -4 4
Y Y
— + + —
——— e e
-4 =2 0 2 4 -4 =2 0 2 4
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Algebraische Losung

ax+b>0 (>,<,<,>)

e Klammern auflésen

e Terme zusammenfassen

o Aquivalenzumformung: Alle Terme mit der Variablen auf
die linke Seite und alle Terme ohne Variable auf die rechte
Seite.

e durch die Zahl vor der Variablen dividieren

Division oder Multiplikation mit einer negativen Zahl =

Umdrehen des Ungleichheitszeichens

Graphische Losung

ar+b>0 (>,<,<,>)

e Klammern auflésen

e Terme zusammenfassen

e Aquivalenzumformung: Alle Terme auf die linke Seite
e Term als Funktion schreiben

o Nullstelle berechnen

e Graph der Funktion zeichnen

e Graph oberhalb der x-Achse y > 0

e Graph ist unterhalb der x-Achse y < 0

e x-Bereich aus dem Graphen ablesen

2lz+5<4(z—2) -2z +12
Klammern auflésen
2ir+5<4r—-8-2x+12
Terme zusammenfassen

2z +5<2x+4
Aquivalenzumformung;:
2ix+5<2x+4 /-5
21z —20<4-5

durch die Zahl vor der Variablen dividieren

tr<—1 /3

/ — 2z

r < —

1
2

<=2 z €] — 00;2[

—z+2>0

—24+2=0 /-2

—x>-2 /:(-1)

r<2 x €] — 00; 2]

2224+ 5<4(z—2)— 2z + 12
Klammern auflésen
2%x+5§4x—8—2x+12
Terme zusammenfassen

252 +5 <2z 44
Aquivalenzumformung

2iz+5<224+4 /-5 /-2
%az-i—l <0

y<0

Term als Funktion schreiben

g1:Yy = %m—i—l

Nullstelle berechnen
%m +1=0 /=1
==l /:
B = =2

Graph zeichnen g;

y<0 der Graph ist unterhalb der x-Achse
x-Bereich aus dem Graphen ablesen

x <=2 z €] — 00; —2]

D=

—z+2>0

Term als Funktion schreiben
g2:y=—x+2 y>0

Nullstelle berechnen

—r+2=0 /=2

—z=-2 /:(=1)

T =2

Graph zeichnen g2

y>0 der Graph ist oberhalb der x-Achse
x-Bereich aus dem Graphen ablesen
x <2 €] — 003 2]
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Vorzeichentabelle
ar+b>0 (>,<,<,>) 1x+1<0
o Klammern auflésen y <0 — negative Funktionswerte
Term als Funktion schreiben
° Terme zusammenfassen griy=3iz+1
e Aquivalenzumformung: Alle Terme auf die linke Seite Nullstelle berechnen
1 — —
e Term als Funktion schreiben 27 +1 I 0 / / 1 !
T = — o dl
e Nullstelle berechnen ; - 9 ?

e Vorzeichentabelle:

Das Vorzeichen einer linearen Funktion kann sich nur an den
Nullstellen &ndern. Einen beliebigen Wert kleiner bzw. gro-
Ber als die Nullstelle wéhlen und das Vorzeichen des Funkti-
onswerts in die Vorzeichentabelle eintragen.

e x-Bereich aus der Vorzeichentabelle ablesen

T < 1 <z

Y + 0 -
ar+b>0 ar+b<0

x < 1 <x

Y — 0 +
ar+b<0 ar+b>0

1.4.4 Quadratische Ungleichung

Wert kleiner als die Nullstelle wéhlen: = —4
gl:y= % -(=4)+1=—1 Minuszeichen eintragen
Wert grofler als die Nullstelle wéhlen: z =0
gl:y=1%-(0)+1=+1 Pluszeichen eintragen

Vorzeichentabelle:

T < —2 <z
Y = 0 +
3z+1<0 3z+1>0

Losung der Ungleichung:%x +1<0
< -2 x €] — 00; —2]

—xz+2>0

y >0 +positive Funktionswerte

Term als Funktion schreiben

g2y =—x+2

Nullstelle berechnen

—x+2=0 /=2

—xr=-2 /:(=1)

B=2

Wert kleiner als die Nullstelle wahlen: x =0
g2:y=—-0+4+1=+1 Pluszeichen eintragen
Wert grofer als die Nullstelle wahlen: z = 2
g2:y=—2+1=—1 Minuszeichen eintragen

Vorzeichentabelle:
T < 2 <z
Y I 0 -
—x+2>0 <2 —z4+2<0 z>2

Losung der Ungleichung: —x +2 >0
z <2 z €] — 00;2[
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\ A
-3 fa(@) = —32° + 3p +3 f3(x) = a®
B 4T . fa(z) = —x 74& ]
i —512+%:1:+S>0f11r —2<z<3 4
tiz—-3>0fifa>3
1a? < -2
-< | | . -< | ra) | | > -< | 3
T T T U T T T
2 4 —4 2 —4
AL E -12® + o f 3 <Dfigw < -2
-1+ +3<0fira
2 1] -4
%a: 7%w73<0fﬁr72<x<3
\J \J
- - + — + -
L L L L L L L
I I I T I [l T I T
-4 =2 0 2 4 . 0 2 4
Algebraische Losung
ax? +bxr+c>0 (>,<,<,>) 1. Methode
1,2
e 1. Methode 3@ = 32=3>0
. . quadratlsche Ergénzung
- Ungleichung nach Null auflésen 122 — o+ 1 200 1 2_6)>0
- quadratische Erginzung z—1)-12-61>0
. . 1[(w—1)2—61]>0
- quadratischen Term alleinstellen %( 2)2 . 4> i
. . 32— 3
- Wurzelziehen und Betrag schreiben quadratischen Term alleinstellen
- Betragsungleichung 1ésen (-3 >%
e 2. Methode |\xN1fz5|lz;e1;en und Betrag schreiben
- Ungleichung nach Null auflosen Betr;gsungleichung
- Term faktorisieren z>3 V z<-2
a(z —1)(@ — x2) 2. Methode

- Auspalten in lineare Ungleichungen
1. Fall alx —x1)(x —x2) >0
(++=+H)V(=—=4)

(alx —z1) >0AN2z—22>0)V

(alx —z1) <OAzT —22 <0)

2. Fall alz —z1)(x —22) <0
(4 == )V (= +=")
(a(x—x1)>0/\x—x2<0)\/

(alr —x1) <OAz — 29 >0)

- Zusammenfassen der einzelnen Lésungen

1.2
5 —2x—3>0

Term faktor1s1eren

1x2 fac —3=0

xr1 = 3 o = —2

1(z+2)(x—3)>0

Aufspalten in lineare Ungleichungen
(3(+2)>0A2-3>0)V(3(z+2) <0Az—3<0)
(x>-2Nz>3)V(z<—-2Az<3)

Losungen zusammenfassen

r>3Ve < -2
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Ungleichungen

Graphische Losung

ax? +bx+c>0 (>, <, <,>)

e Aquivalenzumformung: Alle Terme auf die linke Seite
e Term als Funktion schreiben

e Nullstelle berechnen

e Graph der Funktion zeichnen

e Graph oberhalb der x-Achse f(z) >0

e Graph unterhalb der x-Achse f(z) <0

e x-Bereich aus dem Graphen ablesen

Vorzeichentabelle

ax?+br+c>0 (>,<,<,>)

e Aquivalenzumformung: Alle Terme auf die linke Seite

e Term als Funktion schreiben

o Nullstelle berechnen

o Vorzeichentabelle:

Das Vorzeichen einer quadratischen Funktion kann sich nur
an den Nullstellen &ndern. Einen beliebigen Wert kleiner
bzw. grofer als die Nullstelle wihlen und das Vorzeichen des
Funktionswerts in die Vorzeichentabelle eintragen.

e x-Bereich aus der Vorzeichentabelle ablesen

1.2 1
527 —52x—3>0

fi(z) >0

Term als Funktion schreiben
fi(z) = 32" — 1z -3
Nullstelle berechnen

r1 = 3 XTo = -2

Graph zeichnen f;(z)

FT = %m -3>0 der Graph ist oberhalb der x-Achse
x-Bereich aus dem Graphen ablesen

r>3Ve < -2

1,2

5T = %x -3>0
fi(z) >0
Term als Funktion schreiben
filz)=12> -1z -3
Nullstelle berechnen
122 —1z-3=0

(D =45 3

2.1

xr1 = —2 T2 = 3
Wert kleiner als die Nullstelle 1 = —2 wahlen
fi(—4) = +7 Pluszeichen eintragen
Wert zwischen 1 = —2 und z2 = 3 wahlen
f1(0) = =3 Minuszeichen eintragen
Wert grofer als die Nullstelle z2 = 3 wahlen
fi1(4) = +3 Pluszeichen eintragen

Ti/2 =
2

r=—4

z=0

r=4

Vorzeichentabelle:
r< | 2| <x< |3 | <z
flx) | + 0 — 0| +

122 -1z-3>0
x-Bereiche aus der Vorzeichentabelle ablesen
z €] —o00;—2[ U ]3;00]
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Ungleichungen

1.4.5 Betragsungleichung

lax +b] > ¢
e Aufspalten der Betrige in einzelne Intervalle.
Betragsstriche sind nicht nétig, wenn der Term des Betrags
positiv ist. azxz +b >0 fiir z > %b
Betragsstriche sind nicht noétig, wenn der Term des Betrags
negativ ist und dafiir zusétzlich ein Minuszeichen vor dem
Term geschrieben wird. ax + b < 0 fir z < %b
lax + b = { (a(x+ji)b) ’ i ?Z

—(az < =2

a

e 1. Losung fir x > _Tb
ar+b>c
ar+b>c
x> c%b

/—=b /:a (a>0)

1. Losung ist die Schnittmenge aus z > _Tb Nx > ==

e 2. Losung fiir x < %’

—(ax+b)>c /:(-1)
ar+b< —c

ax+b<—-c /—=b /:a (a>0)
x<%7b

—c—b
a

2. Losung ist die Schnittmenge aus = < _71’ Nx <
o Gesamtlosung aus Vereinigungsmenge von 1. Losung und

2. Losung

|2z + 3| > 7

2z +3) >33
|2x+3|:{ —(2x + 3) w<§
e 1. Losung fiiracZ‘T?’
20 +3>7
20+3>7 /=3 /:2
x>2

1. Losung ist die Schnittmenge aus x > %3 ANz >2
1. Losung x > 2
e 2. Losung fir z < %3

—(2z+3)>7
2w+3<—7 /=3 /:2
r <=5

2. Losung ist die Schnittmenge aus z < %3 ANx < =5
2. Losung z < —5
Vereinigungsmenge aus 1. Losung und 2. Lésung

r>2 V <=5
2z +3| < 7
_f @zx+3) x>
|2z+3|7{ —(2r+3) z<FP
e 1. Losung fiirﬂcz’T3
20 +3 <7
2w+3<T7 /=3 /:2
<2

1. Losung ist die Schnittmenge aus x > %3 ANx <2
1. Losung _73 <z<2

e 2. Losung fir z < ’73

-2z +3)<7

20+3>-7 /=3 /:2

x> =5

2. Losung ist die Schnittmenge aus z < %3 ANz > =5
2. Losung —5<x<_73

Vereinigungsmenge aus 1. Losung und 2. Lésung
—-5<zr<?2

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 57

https://fersch.de



Algebra
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1.5 Lineares Gleichungssystem
1.5.1 Einsetzverfahren (2)

1 al-x+bl-y=cl

11 a2-x+b2-y=c2
o Gleichung I oder IT nach x oder y auflésen
e Term in die andere Gleichung einsetzen
e Gleichung nach der Unbekannten auflésen

e zweite Unbekannte berechnen

[ hier klicken ]

1.5.2 Gleichsetzungsverfahren (2)

I 3x 4+ 5y =19
II Tr + 5y =31
I nach x auflésen

3z + 5y =19

3z + 5y =19 / — 5y
3z =19 — 5y /:3
x:6%—1§y

Tin II

7(65 — 12y) + 5y = 31
443 — 113y + 5y =31
—112y+ 5y =31 — 443

/:(=63)

/- a4t

S 1 2
r=6z—1%
x—Gi—liz{Q
=Yg 3
B =3

L ={3/2}

1 3x 4+ 5y =19
II Tx + 5y = 31
I nach y auflésen

3z + 5y = 19
3z +5y =19 / —3x
5y =19 — 3z /:5
y=3;— iz

Tin IT

Tx + 5(3% — 2x) =31

19 — 3z + 7z =31 /—19
-3z +Tx =31-19

4 =12 /4

oo

=3

y=3;— o

y=35—5-3

y=2

L={3/2}

I al-x+bl-y=cl I 3z 45y =19 I 3z +5y =19
_ II Tr + 5y = 31 II Tx + 5y =31
11 a2 -z +b2-y=c2 B I nach y auflésen I nach x auflésen

e beide Gleichungen nach x oder y auflésen 3z + 5y = 19 3z + 5y = 19

e Terme gleichsetzen 3z + 5y =19 / —3x 3z + 5y = 19 / — by

e Gleichung nach der Unbekannten auflésen Zy_:3£9 7335 /5 ix_:6119 7152yy /:3

: = 5§ — V3 "3

e zweite Unbekannte berechnen IT nach y auflésen IT nach x auflésen
Tz + 5y = 31 Tz + 5y = 31
Tx + 5y = 31 / —Tx Tx + 5y = 31 / — by
5y =31 —Tx /:5 Tx =31 — 5y /7

_ el 2 43 5
I=11 I=11
sl o, hle WOV A
—25=—3z /:(-%) lag=5y /%
r=3 y=2
x in | yin I
yzS%—%?) w=6%—1§2
L ={3/2} L ={3/2}
[ hier klicken ]
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Lineares Gleichungssystem

1.5.3 Additionsverfahren (2)

1 al-x+bl-y=cl
11 a2-x+b2-y=c2

beim spaltenweisen addieren herausfallen

e Gleichung nach der Unbekannten auflésen

e zweite Unbekannte berechnen

e Terme mit x und y miissen untereinander stehen

e Gleichungen multiplizieren, so dass die Variablen

[ hier klicken ]

1.5.4 Determinantenverfahren (2)

I 3x+5y=19

II 7x+5y =31

I 3z+5y=19 /-7

II Tzx+5y=31 /-(-3)

I 21x+ 35y =133

II  —2lx— 15y = —93

I41I

21z — 21z + 35y — 15y = 133 — 93

20y =40 /:20
40

Y=139
y=2
yin I

I 3z45-2=19
324+10=19 /—10

1 al-x+bl-y=cl
11 a2-x+b2-y=c2

1 bl

D, = —al-b2—bl-a2
a2 b2
1 bl

D= g e
c2 b2
1 el

D, = “ ¢ =al-c2—-cl-a2
a2 c2

e Eindeutige Losung Dy, # 0

_ Dy
Jj—Bh
— =Y
Y=,

e Keine Losung Dy, =0

D, #0oder D, #0

e Unendlich viele Losungen
Dp=D,=D,=0

I 3x+5y=19

II 7x+5y =31

I 3z+5y=19 /-1

II Tzx+5y=31 /-(-1)
I 3z45y=19

I —7x—5y=-31

I+ 1I

3z —Tx+ 5y — by =19 - 31
4z =-12 /:(-4)

T ==
=3
xin I

I 3-3+5y=19
5y+9=19 /-9

3z =19 —-10 5y =19 -9
3z=9 /:3 5y =10 /3%
T=3 y=7%
=3 y=2
L ={3/2} L ={3/2}
I 3z + 5y =19
11 Tr + 5y = 31
3 5
Dh=|" ;|=3-5-5-7=-20
19 5
D, = 31 5 =19-5-5-31=—-60
D, = 37 :1))? =3.31—-19-7=—40
z=3
=5
y:
L={3/2}

[ hier klicken ]
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1.5.5 Determinantenverfahren (3)

alx + bly + clz =dl
a2x + b2y 4 c2z = d2
adx + b3y + c3z = d3

al bl ¢l | al b1
Dp=| a2 12 2| a2 b2

a3 b3 3| a3 b3
Dp=al-b2-c34+bl-c2-a3+cl-a2-b3
—cl-02-a3—al-c2-b3 —bl-a2-c3
dl bl ¢l | dl bl
d2 b2 2| d2 b2
d3 b3 3| d3 b3
D,=dl-b2-¢3+bl-¢c2-d3+cl-d2-b3
—cl-b2-d3—dl-c2-b3—0b1-d2-c3
al dl ¢l | al dl
Dy=| a2 d2 2| a2 d2
ad d3 ¢3 | a3 d3
Dy=al-d2-c¢3+dl-c2-a3+cl-a2-d3
—cl-d2-a3—al-c2-d3—dl-a2-c3
al bl dl | al bl
D,=| a2 b2 d2| a2 b2
a3 b3 d3 | a3 b3
D,=al-02-d3+4+bl-d2-a3+dl-a2-b3
—dl-b2-a3—al-d2-b3—bl-a2-d3 =0

Dy

e Eindeutige Losung Dy, # 0

_ D,
=D
_Dy
Y= b,
_DZ
Z_Dh

e Keine Losung Dy, =0

D, #0oder Dy # 0 oder D, #0
e Unendlich viele Losungen
Dy=D,=D,=D,=0

[ hier klicken ]

11z + 13y + 42 = 37

12z + 14y + 5z = 40

9z + 3y + 32 =15

1 13 4| 11 13

Dp=| 12 14 5 12 14

9 3 3 9 3

Dp=11-14-3+13-5-9+4-12-3

—4-14-9—-11-5-3—-13-12-3=54

37 13 4| 37 13

Dy=| 40 14 5 40 14

15 3 3 15 3

D,=37-14-34+13-5-15+4-40-3

—4-14-15-37-5-3—-13-40-3 =54

1 37 4| 11 37

Dy=| 12 40 5 12 40

9 15 3 9 15

Dy,=11-40-34+37-5-94+4-12-15

—4-40-9—11-5-15—-37-12-3 =108

1 13 37| 11 13

D.,=| 12 14 40 12 14

9 3 15 9 3

D,=11-14-15+13-40-9+37-12-3

—37-14-9—-11-40-3—-13-12-15=0
54

l':a

7= 1

108
Y= 51
y=2

0
Z:a
z=0
L ={1/2/0}
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1.6 Lineare Algebra
1.6.1 Matrix

Definition

m Zeilen und n Spalten.

a11 ai2 Q1n

az1  a22 QA2n
A =

am1  Am2 Amn
A= (aik)

a;r : Elemente der Matrix

i : Zeilenindex

k : Spaltenindex

e Quadratische Matrix

Die Anzahl der Zeilen ist gleich der Anzahl der Spalten.

Eine m x n—Matriz ist ein rechteckiges Zahlenschema aus

m=n
ai; a2 a3 a a
11 12
A= an azx a3 B = ]
az; a2
azy azz ass
Besondere Matrizen
e Einheitsmatrix
1 0 0
Eir=10 1 0| E2= Lo
e o
0 0 1

e Transponierte Matrix

Vertauschen von Zeilen- und Spaltenindex.

ai1  aiz2 a13 a11  dz21  G31
A= 21 A22 (23 AT = 12 A22 (32

aszy asz ass a1z a2z Aass
A= (AT)T

3 X 3Quadratische Matrix

1 2 3
A=1]14 5 6
7 8 9

(111:1 a12:2 a13:3
a1 =4 ax =5 ax3==6
a31:7 a32=8 a33=9

2 x 3 Matrix
1 0 13
B_[4 5) 6}

1 x 3 Zeilenmatrix (Zeilenvektor)
C=[1 4 5]

3 x 1 Spaltenmatrix (Spaltenvektor)
1

D= 2
3

symmetrische Matrix

10 4 -2

4 3 6
| 2 6 5
obere Dreiecksmatrix
[10 4 -2

0 3 6
L 0 0 5
untere Dreiecksmatrix
10 0 0

4 3 0
| -2 6 5
Diagonalmatrix
10 0 0

0 3 0
L 0 0 5
Nullmatrix
[0 0

0 0 }

'fransponierte Matrix

[1 2 4 5]"=

12 477 |1}
2 3 0]

[\
O Wi TR N =
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Addition von Matrizen

Summe der Matrix A = (a;;) und der Matrix B = (b;x)
Die Anzahl der Spalten (i) und der Zeilen(k) der beiden
Matrizen miissen gleich sein. A + B = a;x + b

e Summe 2 x 2 Matrix

a1l a2 T b1 b1 ] _
| @21 Qa22 ba1  baa
ayy +bir a2 + b2
a1 + ba1  aze + bao
e Summe 3 x 3 Matrix
[ ailr a2 ai3 b1 b1z bi3
a1 agy az3 | T | bar bao boz | =
| as1 as2 ass b31 b3z ass
[ a1 +bi a1+ b ars+bis
a1 +ba1  aze +baa  azz + bas
| a31 +b31 azz+b32 azz+asz

Multiplikation von Matrizen

e Produkt aus der Matrix A = (a;) mit einer Konstanten

AeER:
A = )\aik
| Aarr Aasg
| Aaz Aag
o Produkt aus Matrix A = (a,;) und Matrix B = (b;j)

2 x 2 Matrix
Anzahl der Zeilen von A muss gleich der Anzahl der Spalten

a1l a2
A
von B sein.

a1  a22

Zeilenelemente von A mal Spaltenelemente von B.
e Produkt zweier 2 x 2 Matrizen
[ a1; a2 . b11 b12 _

ao1 bor bay |
l a1 - b1y +aiz - bay

az1 - bi1 + aaz - by

a22

a1 - biz + aqa - bag ]

az1 - bia + aga - bag

Summe zweier 2 x 3 Matrizen

17 0], [101] 1271
0 1 2 01 5] |0 27

Produkt 2 x 3 Matrix mit 3
3. 10 5| |3 0 15
0 4 2| |0 12 6
Produkt 2 x 3 Matrix mit einer 3 x 1 Matrix
{ 3 4 -1 } _; _
2 -7 6 3
-1 _

B[]
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Inverse Matrix

e Produkt aus der Matrix A und der inversen Matrix A~1

ist gleich der Einheitsmatrix.

AAL=F
A= ai;p a2 1 A1 — [ 11 Ti12 ]
a21 A22 T21  T22
ail  ae 11 r12 | |1 0
as1 22 Ta1 a2 0 1

e Die inverse Matrix ist nur moglich, wenn die Determinante
von A ungleich Null ist.

det A #0

e Berechnung von A~! mit dem GauB-Jordan-Algorithmus

Matrix A und Einheitsmatrix E in der Form schreiben

Al B
ail ai12 1 0
a1 az |0 1

Umformen durch:

- Multiplizieren oder Dividieren der Zeilen mit einer Zahl
- Addieren oder Subtrahieren der Zeilen

- Vertauschen der Zeilen

in die Form Einheitsmatrix und inverse Matrix A~ 1 bringen.

E| A
1 0 T11 T12
0 1|21 @20

2 3
A_|:4 1
det(A) = (—10) = Matrix ist invertierbar
=1l
2 3
-1 _
=07
2 3 1 0
4 1 0 1
Zeile2 = Zeile2 - Zeilel - &
a21=4-2.-%2=0
wsz—1-3-4_ 5
P —p—n-2—q
_b22:1—0;%:1
2 3 1 0
0 -5 -2 1
Zeilel = Zeilel - Zeile2 - -3¢
al2 =3 —(=5) - 3 =0
bl1=1-(-2) 3 =1
b12=0-1. 3 =0
r T 1 3
2.0 ~5 5
0 -5 -2 1

“Zeilel = Zeilel

8 Z

Zeile2 = Zeile2 : —5

1 3
N
5 5
12 -1
A=|2 5 -1
12 0
A | E E E=A"
1 2 -1[1 00 1 00 2 -2 3
2 5 -1|l0 1 0 o 1 of-1 1 -1
1 2 0f0 01 0 0 1|-1 0 1
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Eigenwert und Eigenvektor

Gegegeben: A - Matrix

Gesucht: x - Eigenvektor (Spaltenvektor)

A - Figenwert

Das Produkt aus Matrix A und Eigenvektor x ist gleich

dem Produkt aus Eigenwert A und Eigenvektor x.

Ax = \x
ail a2 T | h\ T11
a21 A22 21 Z21

e Eigenwert aus folgender Gleichung:
det(A—X-E)=0

a1l a2
az1 a2

ain a2z | | A0 _0
az1 G232 0 A

‘ aip — A a2

a1 G2 — A
(@11 — A)(az2 — A) — a12a21 =0
charakteristisches Polynom:

A2 — (a11 +az) - A+ ai -azx —az a2 =0
e Eigenvektoren durch einsetzen der A\-Werte
(A= AXE)z=0

a;p — A ai2 Z1 —0
a1 az — A T2

11 - T1Fa12- T2 = A1

A1 - T1 + G2 - T = A - T2

[ Matriz |

1.6.2 Determinante

Definition

Aus einer quadratischen Matrix kann eine Determinante
(Zahlenwert) berechnet werden.

D=det A = | 4|

Anwendung der Determinante:

- Lineare Gleichungssysteme

- Volumenberechnung im R3

- Flachenberechnungen im R2

- Spatprodukt

- Lineare Abhéngigkeit von Vektoren - inverse Matrix

A

I
1
|
S N

2 0
6 —2
=2 5

det(A—X-E)=0

|

T—A 2 0
-2 6-X =2
0 -2 5-A

]_o

Unterstiitzen Sie meine Arbeit durch eine Spende. 64

https://fersch.de


https://fersch.de/vorlage?nr=Matrixdef&nrform=Textmatrix&ver=M05102026

Algebra

Lineare Algebra

2-reihige Determinante

Determinante einer 2 x 2 Matrix

D=detA=]A]=| "
a21

ai2
= a11 G22 — G120a21
a22

3-reihige Determinante

Determinante einer 3 x 3 Matrix

Methode 1
a1l aiz ais
D=detA=|Al=| ax a2 a3 |=
as31 agz as3
az2 a23 az1 a23 a21 Aa22
al - — a2 - + ais -
a32 as3 a3y ass a1 as2

= an(a22 + @33 — a3 - Cl32) - a12(a21 + a3z — ags - 031) +

aiz(az1 - aga — age - as1)

Methode 2 (Regel von Sarrus)

+ o+
ap by c1 a1 b
D={ ay *bo *%s £50 b
eV PG
a3 b3 c3|as b3

D=al-b2-c3+bl-c2-a3+cl-a2-b3
—cl-b2-a3—al-c2-b3—bl-a2-c3

[ hier klicken ][ hier klicken ][ Determinante ]

D:detA:\A|:‘

D=detA=|Al=]| 12

3 -2
4 5

11 13 4 | 11
14 5 12
9 3 3 9

D=11-14-3+13-5-9+4-12-3
—4-14-9-11-5-3—-13-12-3 =54

11 12 9
Ds=|13 14 3 |=
4 5 3
14 3 12 9 12
11-‘ 5 3’713-‘ . 3‘+4-} "
12 9
Dy=| ) 5|=12-3-14-9=-90
12 9
Dy=| o ,|=12:3-5-9=-9
14 3
Dy=| , 5 |=14-3-5-3=27
Ds=11-27—13-(—9) + 4 - (—90) = 54
det(D) = 54

13
14
3

‘:3-5—(—2)-4:23

| =5
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1.6.3 Lineare Gleichungssysteme und Gauf3-Algorithmus

Lineare Gleichungssysteme in Matrizenschreibweise

Az =10 z=A"1b
A Koeffizientenmatrix

b Spaltenvektor der rechten Seite

x  Lésungsvektor

ai1 ai2 - Qln T b1
a21 ag2 -+ Q2n €2 by
Am1 Am?2 o Omn Tn bn

Inhomogenes Gleichungssystem:
a11 -1+ a1z - Ty Ao+ 1 Tn = by
az1 T+ Qg To+ -+ agn - Tp = by

Aml - T1+ Am2 -T2+ -+ Q- Ty :bm
Homogenes Gleichungssystem:

a11 - T1+ a2 T2+ -+ aip - Ty
Q21 T1 + Q2 T2+ -+ aA2p - Ty

Il
o o

Am1 " T1+ Gma - To+ -+ Amp - T =0
Variablen:z1,x2,r3

ai; - r1+aiz - w2 +aiz -3 = by

@21 - T1 + a2z - Ta + azz - T3 = ba

as1 - T +azy - T2 +azz - r3 = by

oder in der Schreibweise mit den Variablen:x,y, z
al-x+bl-y+cl-z=dl
a2-c4+b2-y+c2-z=d2
ad-r+b3-y+c3-z=d3

Erweiterte Koeffizientenmatrix:
r Yy =z

al bl ¢l |dl
a2 b2 2| d2
a3 b3 3| d3

Az =D
11 13 4 37
A= 12 14 5 b= 40
9 3 3 15
11 13 4 x1 37
12 14 5 | - | x2 =1 40
9 3 3 T3 15

11z, + 1322 + 423 = 37

1221 + 1422 + 5z3 = 40

9z1 + 322 + 323 = 15
oder

11z + 13y + 42 = 37

122 + 14y + 5z = 40

9z + 3y + 32 =15

T Yy =z

11 13 4|37
12 14 5| 40
9 3 3|15

T1

x3
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Gauflsches Eliminationsverfahren

al-z4+bl-y+cl-z=dl
a2-x+b2-y+c2-z=d2
ad-r+b3-y+c3-z2=d3

Koeffizientenmatrix erstellen:

T Yy =z
al bl cl|dl
a2 b2 2| d2
a3 b3 3| d3
x Y z
ZeilelSpaltel z1s2  21s3 | z1s4
z2s1 2252 2283 | z2s4
23s1 2352 2383 | 2354

Die Losungsmenge dndert sich nicht durch:

e Addieren oder Subtrahieren der Zeilen
e Vertauschen der Zeilen

Umformen in die Stufenform
e Eindeutige Losung

e Multiplizieren oder Dividieren der Zeilen mit einer Zahl

e

Y

z

Z151
0
0

z1s2
2282
0

z1s3
2283

2383

z1s4
z2s4
z3s4

Riickwartseinsetzen
23s3

T 23s4
z in die 2. Zeile einsetzen = y

z und y in die 1. Zeile einsetzen = x

e Keine Losung

T y z
Z151 2182 2z1s3 | z1s4
0 2282 2253 | z2s4
0 0 0 2354

e Unendlich viele Lésungen

T y z
Z151 2182 2z1s3 | z1s4

0 2282 2253 | z2s4

0 0 0 0

11z + 13y + 42 = 37 TV e
11 13 4| 37

122 + 14y + 5z = 40
9z + 3y + 3z = 15 12145 )40

Y - 9 3 3|15
Zeile2 = Zeile2 - 11 — Zeilel - 12 y 2 ‘
2281 =12-11—-11-12=0
2252=14-11—13-12 = —2 101 g ‘; Z
2283=5-11-4-12=7 9 3 3|15
2284 =40-11—-37-12 = —4
Zeile3d = Zeile3 - 11 — Zeilel - 9 y . ‘
23s1=9-11—-11-9=0
2352 =3-11-13-9 = —84 101 i32 ‘; Z
2383 =3-11—-4-9=-3 0 —84 -3 | _168

2z3s4 =15-11 —37-9 = —168

Zeile3 = Zeile3 - (—2) — Zeile2 - (—84)
2352 =(—84)-—2—(—2)-(-84)=0
2353 = (—3) - —2 — 7. (—84) = 594
2354 = (—168) - —2 — (—4) - (—84) = 0
x oy z ‘

11 13 4 37
0o -2 7 |4
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Gauf3-Jordan-Algorithmus

al-z4+bl-y+cl-z=dl T Yy =z
a2-c4+b2-y+c2-z=4d2 112 + 13y + 42 = 37 E ﬁ 451 ig
ad-x+b3-y+c3-z2=4d3 12z + 14y + 52 = 40 9 3 3|15
Koeffizientenmatrix erstellen: 9z +3y+32=15
T Yy oz
al bl ol |l a1 Zeile2 = Zeile2 — Zeilel . % . .
22s1=12—11-2 = L
a2 b2 2| d2 2252 = 14— 13- B_" 2 O T A
511 1 _2 1| _4
a3 b3 3| d3 2283 =5—4- 3% = T71 8 311 131 1%1
© " 5 2254 = 40 — 37 —i:—%
ZeilelSpaltel 2152 z1s3 | z1s4 Zeile3 — Zeile3 — Zeilel - 1&
z2s1 2252 2253 | 2254 2351 =9 —11- T -0 x Y ad
z3s1 2352  23s3 | z3s4 23s2=3-13- 2 = —T% 101 132 é 31
23s3=3-4- 2 =-3 I
Die Losungsmenge dndert sich nicht durch: 2354 =15—-37- 2 = 152 0 =757 -1 | —15%1
e Multiplizieren oder Dividieren der Zeilen mit einer Zahl
e Addieren oder Subtrahieren der Zeilen Zeilel = Zeilel — Zeile2 ,% . y >
e Vertauschen der Zeilen zls2 =13 — (_ﬁ) ) ,13% = 11 0 49% 11
_ 13 _ 4ql 2 7 4
Ziel ist das Umformen in die Diagonalenform z1s4 = 37 — (—%) : _1% =11 0 77ﬁ S 715ﬁ
e Kindeutige Losung .
x y z Zeile3 = Zeile3 — Zeile2 - 7;
o x y z
z1sl 0 0 z1s4 2352 — _71% _ (_13) ) 775 —0 — - o —
0 223 0 |22s4 s g —7r 0 —2 1| _a
0 0 2353 | 23s4 98 = & _727 0 O11 jé? O11
o= 2 23sd =158 — (—4). 3L =0
_ z22s4 H
T 2283 1
z =23 Zeilel = Zeilel — Zeile3 - % & Y &
1 491 11 0 0 11
. . 1 11 1 11
e Keine Losung z1s4 =11—-0- % =11 0 0 —27 0
T y z
T
zZlsl 0 0 zlsd Zeile2 = Zeile2 — Zeile3- 2L =y 2z |
0 263 0 | 224 - i 11 0 0 11
22s 22s 2233—1—7(727)}—217:0 0 -2 o | _4a
0 0 0]23s4 -4 0. T - 4 - B
22584 = 02 ==m 0 0 27 0
e Unendlich viele Lésungen 29
T=13 = 1
T y z s
— 0L —
2lsl 0 0| z1s4 v= 70% =2
0 2253 0| 2254 £
= {1/ 2/ 0}

0 0 0 0

[ hier klicken ][ n — Gleichungen ][ hier klicken |
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1.7 Finanzmathematik

1.7.1 Zinsrechnung - Jahreszins

2= Iig’o't t Anzahl der Jahre
K  Kapital FEuro
p Zinssatz
z Zinsen Furo
[Z:Klo%t}[p:zz(lio][ :zloo][ _leO
1.7.2 Zinsrechnung - Tageszins
= _Kpt t Anzahl der Tage
100-360 °
K  Kapital FEuro
p  Zinssatz
z Zinsen Furo
[Z — 15(01;3;0 ” _ z-l?(o'-tSGO ][ K = 2-100-360 100 360 ][t 2-100-360 100 360
1.7.3 Zinsrechnung - Monatszins
2= fé(’fi’; t Anzahl der Monate
K  Kapital Euro
p  Zinssatz %
z Zinsen Furo
[Z — 1I(§(Jp1t2 ][p_ z- 1()0 12 ][ K = z-1£g»12 H t = z;ﬁ?{-lQ
1.7.4 Zinsfaktor
g=1+ 5 p Zinssatz %
q Zinsfaktor
[¢=1+ 1 [p=(a¢—1)-100]
1.7.5 Zinseszinsformel
K, =Ky (1+ %)t t Anzahl der Jahre
14 Zinssatz %
Ko Anfangskapital Euro
K: Kapital nach t Jahren FEuro
_ ) P\t _ K _ ot K¢ X _ In(K¢)—In(Kp)
[ K; = Ko (]. + 100) H Ko = 7(1+1i00),, ][p— ( \/ K; 1) 100 ][ t= 4111(t1+1L00)U

1.7.6 Degressive Abschreibung

By =By-(1— ﬁ)t t Anzahl der Jahre
D Abschreibungssatz %
Bo  Anschaffungswert Furo
B;  Buchwert Euro
_ _ B _ In(B¢)—In(Byp) _ By
[ B = Bo-(1— 5)" ][Bof@Ht*m@_im)()][p*(lftw?;)'mo]
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1.7.7 Rentenrechnung
Vorschiissiger Rentenendwert
B o—preg. " — 1 q - Zinsfaktor
n="-q g — 1 r - Rente
n - Anzahl der Jahre
R, - Rentenendwert
r= Bp o (g = 1) ( 521 = 11)>
(lz an G RRY)
n[=—1— + 1]
n =
In q
Nachschiissiger Rentenendwert
ot =1 q - Zinsfaktor
R”*T'q_l r - Rente
n - Anzahl der Jahre
R, - Rentenendwert
r= Rp - (¢ = 1)
q‘YL — 1
R, - -1
B O C Bl B
n = r
in g
Vorschiissiger Rentenendwert mit Startkapital
Kapitalmehrung: q - Zinsfaktor
gt — 1 r - Rente
P . n . - —
By =Ko-q"+7-q g — 1 Ky - Startkapital
Kapitalminderung: n - Anzahl der Jahre
Ry =Ko q"—1-q- q" - 11 R, - Rentenendwert
q —
Nachschiissiger Rentenendwert mit Startkapital
Kapitalmehrung;: q - Zinsfaktor
gt — 1 r - Rente
— .qgn [
Ry =Ko-q" +r g — 1 Ko - Startkapital
Kapitalminderung: n - Anzahl der Jahre
R, = Ko-q" —1- q"r — 11 R,, - Rentenendwert
q —
Rentenendwert - Rentenbarwert
Ro— R, q - Zinsfaktor
0= qT n - Anzahl der Jahre
Ry - Rentenbarwert
R, - Rentenendwert
Rn = RO . qn
_ ln%ﬁ _ InRp—In Ry
=T q In g
(g — R, - (¢ — 1)
Ry (g 1)
- — 1 " -1 Rn- (¢ — 1 Ry - (q — 1 In[=2— + 1] + 1]
(Bn=rg g Ro=rf—g llr=ggh=t) r="50 ln= i ]
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